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近世 代数 是 一 门 非常 抽象 的 数学 学 科 . 本 书 在 内 容 编 写 上 ,力争 做 到 抽象 概念 与 具 
体 实 例 相 结合 . 对 于 群 \ 环 、 域 以 及 扩 域 这 些 基本 的 代数 系统 ,我 们 都 介绍 了 它们 在 信息 
工程 中 的 具体 应 用 . 在 内 容 顺序 安排 上 ,力争 难点 分 散 . 此 外 ,本 教材 还 具有 以 下 特点 : 

(1) 问题 引入 .教材 以 大 家 熟悉 的 问题 为 切入 点 ,提高 大 家 学 习 这 门 课 的 兴趣 。 

(2) 精炼 预备 知识 . 尽快 让 学 生 感 受 近 世代 数 课程 的 特点 ,转换 思维 模式 . 

(3) 强调 域 上 多 项 式 ,淡化 一 般 环 上 多 项 式 . 降低 难度 ,增强 了 实用 性 . 
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第 1 章 引言 和 预备 知识 


代数 学 是 数学 的 一 个 古老 分 支 ,有 着 悠久 的 历史 .到 19 世纪 时 ,代数 学 的 研究 对 象 
和 研究 方法 发 生 了 巨大 的 变化 . 人 们 开始 关注 带 有 运算 的 集合 ,研究 方法 也 从 以 往 偏重 
计算 的 思维 向 结构 研究 的 思维 转变 ,形成 了 所 谓 的 近世 代数 学 . 

具有 一 种 或 几 种 代数 运算 的 集合 , 称 为 代数 系统 . 近世 代数 (也 称 抽 和 象 代 数 ) 是 研究 
各 种 抽象 的 代数 系统 的 学 科 . 根据 代数 系统 中 的 运算 个 数 及 运算 所 满足 的 性 质 的 不 同 ， 
就 产生 了 不 同 的 代数 系统 ,进而 形成 了 近世 代数 中 各 个 不 同 的 分 支 ,其 中 最 重要 、 最 基本 
的 分 支 是 群 . 环 和 域 . 目前 ,关于 群 、 环 , 域 的 研究 内 容 和 方法 不 仅 渗 透 到 数学 的 各 个 学 
科 ,而 且 已 经 广泛 应 用 到 信息 科学 .计算 机 科学 物理、 化 学 等 诸多 学 科 . 

本 课程 主要 介绍 近世 代数 中 最 基本 的 代数 系统 一 一 群 . 环 和 域 的 最 基本 的 概念 与 
性 质 . 


1.1 与 近世 代数 相关 的 几 个 问题 


1.1.1 数字 通信 中 的 可 靠 问题 


现代 通信 中 用 数字 代表 信息 ,用 电子 设备 进行 发 送 、 传 递 和 接收 ,并 用 计算 机 加 以 处 
理 . 通信 系统 传输 消息 必须 可 靠 与 快速 ,但 在 数字 通信 系统 中 可 靠 与 快速 往往 是 一 对 予 
盾 . 若 要 求 快 速 , 则 必然 使 得 每 个 数据 码 元 所 占 的 时 间 缩 短 ,波形 变 窗 ,能 量 减 少 , 从 而 在 
受到 干扰 后 产生 错误 的 可 能 性 增加 ,传送 信息 的 可 靠 性 降低 . 若 要 求 可 靠 , 则 使 得 传送 消 
息 的 速率 变 慢 . 如 何 较 合 理 地 解决 可 靠 性 与 速度 这 一 对 矛盾 ,是 正确 设计 一 个 通信 系统 
的 关键 问题 之 一 . 简单 来 说 编码 学 就 是 在 解决 这 对 矛盾 中 不 断 发 展 起 来 的 . 

编码 分 为 信 源 编码 和 信道 编码 . 信 源 编码 的 研究 目的 是 提高 传输 效率 , 而 信道 编码 
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的 研究 目的 就 是 提高 信号 传输 的 可 靠 性 , 纠 错 码 是 信道 编码 的 重要 研究 内 容 . 下 面 用 两 
个 简单 例子 来 说 明 纠 错 码 的 概念 . 

重复 码 是 一 个 简单 的 纠 错 码 , 它 的 编码 规则 是 一 个 信息 元 , 剩 下 的 校 验 元 为 信息 元 
的 重复 . 例如 ,用 3 位 二 进 制 重复 码 表 示 A,B 两 个 字母 ,A 编码 为 000,B 编码 为 111, 则 
接收 方 收 到 下 列 信 息 时 均 译 码 为 

接收 信息 :000,001,010,011,101,110,111 

译 码 : A, A, A, B B, B, B 

这 就 意味 着 在 译 码 时 对 其 中 的 错误 信息 进行 了 纠正 . 其 中 纠 错 的 理论 依据 基于 在 信 
道中 错 1 个 比特 的 概率 要 高 于 2 个 比特 的 假设 ,并 且 译 码 使 用 了 大 数 准 则 . 

近世 代数 是 进行 编码 设计 的 重要 工具 , 较 复杂 的 编码 将 在 后 面 进行 介绍 . 


1.1.2 数字 通信 中 的 保密 问题 


随 着 计算 机 科学 的 莲 勃 发 展 ,社会 已 进入 信息 时 代 . 但 是 电子 计算 机 和 通信 网 络 的 
广泛 应 用 ,一 方面 为 人 们 的 生活 和 工作 提供 了 便利 , 另 一 方面 也 提出 了 许多 量 待 解决 的 
问题 ,其 中 信息 的 安全 性 就 是 一 个 突出 的 问题 . 信息 安全 的 核心 技术 是 密码 学 ,因此 , 密 
码 学 理论 和 技术 已 成 为 信息 科学 和 技术 中 的 一 个 重要 研究 领域 . 

密码 技术 主要 功能 是 隐藏 和 保护 需要 保密 的 信息 ,使 未 授权 者 不 能 提取 信息 . 信息 
的 原文 通常 称 为 明文 ,加 密 后 的 信息 称 为 密 文 . 以 下 将 借助 一 个 古典 密码 来 了 解密 码 的 
加 密 解 密 算法 . 

美国 电话 电报 公司 的 Gilbert Vernam 在 1917 年 为 电报 通信 设计 了 一 种 非常 方便 的 
密码 , 称 为 Vernam 密码 . Vernam 密码 在 对 明文 加 密 前 首先 将 明文 编码 为 含有 0,1 的 字 
符 串 . 

设 天 一 zz 72 为 明文 ,一 AR pp 为 密 钥 ,其 中 因 ,A 取 值 0 或 1 之 1). 则 
蜜 文 c 一 clcz… 和 cy 其 中 

ci=miDk:, i 宕 1 
这 里 中 为 模 2 加 法 . 

在 用 Vernam 密码 对 明文 加 密 时 ,如 果 对 不 同 的 明文 使 用 不 同 的 密 钥 , 则 这 时 Ver- 
nam 密码 为 “一 次 一 密 ?” 密 码 ,而 “一 次 一 密 ? 密 码 是 目前 被 理论 上 证 明 是 安全 的 唯一 密码 
算法 . 这 种 密码 的 安全 性 完全 取决 于 密 钥 的 随机 性 . 但 是 随机 密 钥 的 生成 难以 实现 ,并 且 
可 以 看 出 使 用 这 种 密码 无 论 从 时 间 还 是 空间 上 代价 都 非常 大 . 如 果 不 同 的 明文 使 用 相同 
的 密 钥 , 则 Vernam 密码 就 比较 容易 破译 了 . 
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当 “ 敌 手 ” 获 取 了 一 个 密 文 c 一 cc …c 所 对 应 的 明文 m 二 mm2…m,… 时 ,很 容易 通 
过 运算 &. 一 m;@c (i 之 1) 获 得 密 钥 一 ko…k,…. 因此 如 果 密 钥 重复 利用 , “天 手 ”可 以 
立即 解密 得 到 相应 的 明文 . 

当然 ,现在 密码 学 所 使 用 的 密码 算法 比较 复杂 ,算法 中 所 涉及 的 运算 大 多 数 是 基于 
代数 系统 的 ,其 中 基于 域 上 的 运算 更 多 些 . 因此 近世 代数 是 现代 密码 学 最 重要 的 数学 基 
础 . 在 后 续 的 内 容 上 将 具体 介绍 . 


1.1.3 几何 作 图 问题 


古代 数学 家 曾 提出 过 几 个 有 意思 的 尺 ( 直 尺 ) 规 (圆规 ) 作 图 问题 ,规定 所 用 的 直 尺 没 
有 刻度 ,也 不 能 在 上 面 作 标记 . 

(1) 立方 倍 积 问题 :做 一 个 立方 体 使 其 体积 为 一 个 已 知 立方 体 体积 的 两 倍 . 

(2) 三 等 分 角 问题 :给 定 任意 一 个 角 , 将 其 三 等 分 . 

(3) 化 圆 为 方 问题 :给 定 一 个 圆 ,做 一 个 正方 形 使 其 面积 等 于 已 知 圆 的 面积 . 

(4) 等 分 圆周 问题 :将 一 个 圆 等 分 成 n 份 . 

以 上 这 些 问题 描述 很 简单 ,但 直到 近世 代数 理论 出 现 以 后 才 得 到 完全 解决 . 


1.1.4 代数 方程 求 根 问题 


方程 及 方程 组 求解 是 代数 学 研究 的 基本 问题 之 一 . 对 于 多 元 一 次 方程 组 的 问题 ,我 
国 容 智 的 古代 数学 家 们 早已 给 出 了 解决 的 办 法 ,《 九 章 算 术 》 中 就 有 专门 的 一 章 “ 方 程 ”来 
求解 此 类 问题 . 运算 采用 的 是 被 称 为 “ 遍 乘 直 除 ”的 方法 ,而 这 种 方法 实际 上 便 是 现在 常 
用 的 解 多 元 一 次 方程 组 的 加 减 消 元 法 . 

对 于 一 元 二 次 方程 的 求 根 公式 分 别 在 公元 3 世纪 由 中 国 的 赵 殉 及 600 年 后 的 花 拉 
子 米 提出 . 而 三 次 及 四 次 方程 的 求 根 公式 难 住 了 数学 家 一 千年 ,直到 塔 塔 利 亚 和 卡 丹 的 
出 现 , 才 发 现 了 一 般 的 三 次 和 四 次 方程 的 求 根 公式 . 18 世纪 后 ,人 们 开始 研究 高 于 四 次 方 
程 的 代数 求 根 的 方法 ,但 是 屡 战 屡 败 . 法 国 数学 家 拉 格 朗 日 发 表 论文 《关于 代数 方程 解 的 
思考 》, 他 认为 次 数 不 低 于 五 次 的 方程 的 代数 解法 一 般 而 言 是 找 不 到 的 ,他 试图 证 明 这 个 
理论 的 正确 性 ,但 是 均 以 失败 告终 . 到 19 世纪 初 ,挪威 和 法 国 的 两 位 天 才 的 年 轻 数学 家 
阿 贝 尔 (Abel) 和 伽 罗 华 (Galois) 证 明了 拉 格 朗 日 的 猜想 ,而 在 他 们 的 研究 工作 中 诞生 的 
新 概念 和 新 理论 将 代数 带 人 了 一 个 新 的 时 代 , 即 抽象 代数 时 代 . 
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1.2 集合 和 映射 


这 一 节 所 介绍 的 集合 和 映射 的 概念 ,在 高 等 代数 中 已 经 学 习 过 . 但 为 了 和 后 面 内 容 
更 好 的 衔接 ,在 此 重复 一 下 ,并 统一 某 些 标识 符号 . 


1.2.1 集合 


集合 其 实 到 目前 为 止 ,并 没有 统一 的 定义 .一 般 将 若干 个 (有 限 或 无 限 ) 固 定 事物 的 
全 体 就 叫做 一 个 集合 (简称 集 ). 组 成 一 个 集合 的 事物 就 叫做 集合 的 元 素 ( 简 称 元 ). 

习惯 用 大 写 的 英文 字母 表示 集合 ,如 4A,B,C 等 . 元 素 用 小 写 英 文字 母 表示 ,比如 a， 
b,c 等 . 

若 a 是 集合 A 中 的 元 素 , 就 说 a 属于 集合 4 , 记 为 a€ A. 否则 就 说 a 不 属于 集合 A， 
记 为 a&A. 

没有 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 ,一 般 记 为 乡 . 

定义 1.2.1 如 果 集 合 B 中 的 元 素 都 属于 集合 A , 则 称 集合 B 是 集合 A 的 子 集 . 记 
为 BCCA, 或 A 二 B, 读 作 A 包含 B, 或 B 包 含 于 A. 

规定 空 集 是 任何 集合 的 子 和 集 . 

定义 1.2.2 如 果 集 合 B 是 集合 A 的 子 集 , 并 且 在 集合 A 中 至 少 存在 一 个 元 素 不 属 
于 B, 则 称 B 是 集合 A 的 真子 集 . 记 为 BCA4, 或 4 二 B. 

定义 1.2.3 如果 集合 A 和 集合 B 互 为 子 集 , 则 称 两 个 集合 相等 . 

定义 1.2.4 集合 A 和 集合 B 的 所 有 公共 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 A 和 B 的 交集 . 记 
为 ANB. 

定义 1.2.5 由 至 少 属于 集合 A 和 集合 B 之 一 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 称 为 A 和 8B 
的 并 集 . 记 为 AU B. 

定义 1.2.6 集合 A 和 集合 B 的 币 卡 儿 积 或 直 积 ,是 由 A 和 B 中 所 有 元 素 构成 的 有 
序 对 组 成 的 集合 , 记 为 AXB. 

具体 的 ， AXB={(a,b)la€E A,bEB) 

直 积 定义 中 的 集合 顺序 是 不 能 随意 调换 的 . 例如 , 设 Z 是 全 体 整 数 集 ,Q 是 全 体 有 理 


数 集 , 则 (2, 于 )EZXQ, 但 ( 2, 于)&QxZ 
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上 面 集合 的 交集 ,并 集 与 直 积 很 容易 推广 到 有 限 个 集合 上 . 
例 1.2.1 设 A={1,2,3),B 二 {一 1,2), 则 
ANMNB={2},AUB={1,2,3,—1}, 
AXB={(1,—1),(1,2),(2,—1),(2,2),(3,—1),(3,2)}. 


1.2.2 映射 


为 了 比较 不 同 的 集合 ,引入 映射 的 概念 . 

定义 1.2.7 设 A,B 为 两 个 非 空 集合 ,如 果 存 在 某 个 对 应 法 则 f, 使 得 对 A 中 每 一 
个 元 素 4a€ A, 都 有 B 中 唯一 的 元 素 5€B 与 之 对 应 , 则 称 f 为 集合 A 到 集合 B 的 一 个 映 
射 , 记 为 f:A~ 一 B. 

其 中 45 称 为 a 在 映射 了 下 的 象 , 记 为 Fa) 一 0,a 称 为 5 在 映射 了 下 的 原 象 . 

6 的 所 有 原 象 组 成 的 集合 称 为 5 的 原 象 集 . 

若 V6EBB, 都 有 aEA4, 使 得 fa) 一 0, 则 称 映射 了 为 满 射 . 

若 VYai,azEA, 当 aw 天 as 时 ,有 Fa) 天 Fa)， 则 称 映 射 为 单 射 . 

车 f 既是 满 射 ,又 是 单 射 , 则 称 f 为 一 一 映射 或 一 一 对 应 . 

特别 地 , 设 映 射 f:A 一 A,f(a) 一 a, YaE Ah, 称 f 为 A 的 恒 等 映 射 , 记 为 idi. 

定义 1.2.8 如 果 Va€A,f(a)= 二 g(a), 则 映射 f:A 一 B 与 g :A 一 B 称 为 相等 的 . 

例 1.2.2 设 Z' 是 全 体 正 整 数 的 集合 ,R 是 全 体 实数 的 集合 , 则 f(n) 二 tnn, Yn€ 
Z+ 是 从 Zi 到 RR 的 映射 f 是 单 射 ,但 不 是 满 射 . 

例 1.2.3 设 R 是 实 平面 上 的 全 体 点 集 ,R 是 全 体 实 数 集 , 则 f(a,6)==6 一 a, VY (a， 
56)ER: 是 从 R* 到 R 的 映射 f 是 满 射 ,但 不 是 单 射 . 


例 1.2.4 一 元 函数 f(z) 二 arcsin x 是 从 [一 1,1] 到 | 一 芝 , 和 | 的 一 一 映射 ， 


定义 1.2.9 设 有 映射 f:A 一 B,g:B 一 C, 定 义 映射 gf:AC 如 下 : 
(gf)(a)—=g[Lf(a)], VaEA 
称 gf 为 g 与 f 的 复合 映射 或 g 与 f 的 乘积 . 
类 似 可 定义 多 个 上 映射 的 乘积 . 
映射 的 合成 有 下 面 的 性 质 : 
性 质 1.2.1 映射 的 复合 满足 结合 律 . 
即 车 有 f;:A 一 B,g:B->C,h;C->D, 则 
hl(gf)=(hg)f. 
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证 明 VaEA, 记 f(a)=b,g(6)=c. 则 gf(a)=g[f(a)j]=g(6)=e, 

且 
[PCgP](Ca) 一 ALgFCa)] 一 Ac); 
又 hg(b)=hLg(b) |=h(e), 
所 以 
[hg)f(a)= he fla)l= he) 6)=hLg(b) |=h(e). 

即 有 hlgf) 二 (hg)f. 

下 面 的 定理 给 出 了 一 一 映射 的 充 要 条 件 . 

定理 1.2.1 映射 f:A 一 B 为 一 一 映射 的 充 要 条 件 是 存在 映射 g :B 一 A, 使 得 fg 二 
ids ,gf ™ida. 

证 明 充分 性 .已 知 存在 映射 g:B 一 A, 使 fg 一 ids ,gf 一 ida. 

VbEB, 有 g(6)EA, 使 f[g(b)] 一 (fg)(5) 一 5, 故 了 为 满 射 . 

YaiarEA4, 当 aa 天 aa 时 ,车 f(a) 二 f(as), 则 g[f(a1)]= 二 g[flaz)j], 由 此 推出 
(gf) (4) 二 a 一 (gf)(azs) 二 Qs, 与 a1 六 as 矛盾 , 故 f(al) 关 f(as),f 为 满 射 . 

了 既 为 单 射 又 为 满 射 ,所 以 f 为 一 一 映射 . 

必要 性 . 若 f 是 一 一 映射 ,下 面 来 构造 映射 g:B 一 A, 使 fg 二 ids ,gf 二 ids. 

VbEB,f 是 一 一 映射 , 故 有 了 唯 一 的 a€ A, 使 得 f(a) 二 6, 规 定 g(6) 二 a 这样 定义 的 
gg 是 从 B 到 A 的 映射 . 

VbEB, (fg)(b)=f[g(6)]=f(a)=6, Bp fg=ids. 

XYVaEA,(lgf)(a)=g[ f(a) |=a,gf=idas. 

若 了 是 一 一 映射 , 称 上 述 映射 g 为 了 的 逆 映 射 , 记 为 g 二 广 ! ,由 定理 1.2.1 可 知 g 
也 是 一 一 映射 . 


1.3 代数 运算 及 运算 律 


定义 1.3.1 一 个 从 集合 AXB 到 集合 D 的 映射 :AXB>D 称 为 一 个 从 AXB 到 
D 的 代数 运算 . 
一 般 用 。 表 示 这 个 运算 , 即 YV (a,6)EAXB, 将 f((a,0)) 记 为 aeb. 
车. 是 从 AXA 到 A 的 代数 运算 , 即 Ya,bE A,ao6bE 有 A, 则 称 * 是 A 的 代数 运算 或 称 。 
是 A 的 二 元 运算 . 当然 A 对 于 运算 。 是 封闭 的 . 
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例 1.3.1 设 Al 为 所 有 2X3 阶 实 矩 阵 构 成 的 集合 ,A: 为 所 有 3X2 阶 实 抢 阵 构 成 
的 集合 ,A 为 所 有 2 阶 实 矩阵 构成 的 集合 . VY AE A ,VY BE A;， 


A。B 汪 AB( 从 阵 乘积 )， 
则 .为 A1 XA 到 A; 的 代数 运算 ,这 个 运算 就 是 和 矩阵 的 乘法 ， 
例 1.3.2 设 RR 为 全 体 实数 集 ,A= {ln zlz>>0,zER}).VlnalnpEA, 定 义 
Ina°lnb=lnab(=1n alnb), 
则 。 是 A 的 代数 运算 ,这 个 运算 就 是 普通 数 的 加 法 . 
定义 1.3.2 称 一 个 AXxA 到 A 的 代数 运算 .满足 结合 律 ,如 果 Wa,6,cEA, 有 
(a°b)° c=ae (boc). 

如 果 A 的 代数 运算 .适合 结合 律 , 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 , 对 A 的 任意 7 个 元 素 a1， 
az，"… ,yas 来 说 ,所 有 的 x (al*as。……。a,) 都 相等 ,我 们 用 al*as;。…。a, 来 表示 这 个 唯一 的 
结果 . 其 中 x(al*a。…"ar) 表 示 对 al"ar。…。a。 用 某 种 两 两 加 括号 的 步骤 运算 后 所 得 到 
的 结果 . 


例如 sa1°Q2°43— (aid2)°ads—a1° (az° a ) 3 


Qi°Q2°d3°44— (Ql1°Q2)°Q3 ad 一 Clo(azoas )。04 一 Qledoo (a3°Q4). 
定义 1.3.3 称 一 个 AXA 到 DD 的 代数 运算 .满足 交换 律 ,如 果 Ya,bE A, 有 
aop 一 Doa. 
同样 ,用 数学 归纳 法 可 以 证 明 , 当 A 的 代数 运算 。 同 时 适合 结合 律 与 交换 律 时 ,ai。 
az 和 …。an 中 元 素 的 次 序 可 以 调换 . 
结合 律 和 交换 律 描述 的 是 一 种 代数 运算 的 性 质 . 两 种 代数 运算 之 间 的 性 质 用 分 配 律 
描述 . 
设 昌 是 BX A 到 A 的 代数 运算 ,名 是 A 的 代数 运算 . VE B, Vai,a: € 有 A， 
(aa oOa) 中 (oas) 都 有 意义 , 且 都 是 A 中 的 元 素 ,但 它们 不 一 定 相等 . 
定义 1.3.4 设 昌 是 BXA 到 A 的 代数 运算 ,四 是 A 的 代数 运算 , 称 代数 运算 口 ,由 
满足 右 分 配 律 ,如 果 VYbE B, Val,as EA, 有 
bO (a Pas) = (LOa DLOa,). 
例如 ,假设 B 和 A 都 是 全 体 实数 的 集合 ,和 昌 是 普通 的 乘法 和 加 法 ,上 式 就 变 成 了 
blaitaz)= (bai)+t (bas). 
定义 1.3.5 设 昌 是 AXB 到 A 的 代数 运算 ,外 是 A 的 代数 运算 , 称 代 数 运算 © ,中 
满足 左 分 配 律 ,如 果 Y6bE B,V ai,az EEA, 有 
(a Das) Ob= (a O56)D a OF). 
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用 数学 归纳 法 可 以 证 得 ,如 果 了 中 满足 结合 律 , 且 人 @ 和 色 满 足 右 分 配 律 ,那么 V6bE B， 
Vaisaz，"… 4; 人 A, 有 
bO (a Da BBDa)= LOa DLOa) DDLOa,). 
同样 ,如果 所 和 申 满足 左 分 配 律 ,就 有 
(@ Da:D%Da,) Ob= (a OWDa OW DMO a Ob). 
分 配 律 的 重要 性 在 于 它 刻画 了 两 种 代数 运算 的 联系 ,使 两 种 运算 融合 到 一 起 . 


1.4 等 价 关 系 与 集合 的 分 刘 


定义 1.4.1 设 和 A 是 集合 ,集合 AXA 的 每 个 子 集 R 称 为 集合 A 上 的 一 个 (二 元 ) 关 
系 . 车 (a,b) ER, 则 称 a 和 2 有 关系 尺 ,写成 aRb. 

例 1.4.1 设 R 为 全 体 实 数 集 ,RXR 中 的 子 集 R=={(a,6)ERXRla>6}) 就 是 R 上 
的 一 个 关系 ,aRb 指 的 是 ua 之 0. 

例 1.4.2 设 Z 为 全 体 整 数 集 ,ZXZ 中 的 子 集 R={(a,6) EZXZ|3 整除 (a 一 5)} 就 
是 Z 上 的 一 个 关系 .mRn 指 的 是 加 一 2 一 34,EZ, 即 和 与 2 模 3 同 余 , 记 为 六 三 
n(mod 3). 

本 课程 关心 的 是 等 价 关 系 ,定义 如 下 : 

定义 1.4.2 集合 A 的 一 个 二 元 关系 RR 称 为 等 价 关 系 ,如 果 它 满足 以 下 三 条 性 质 ， 

(1) 反 身 性 : Ya€ A,aRa; 

(2) 对 称 性 : Ya,5EA, 若 aRb, 则 bRa; 

(3) 传递 人 性: Ya,b5,cEA, 车 aRb,bRc, 则 aRc. 

车 RR 是 等 价 关系 , 则 aRb 记 为 a~b. 例 1.4.2 中 的 二 元 关系 是 等 价 关 系 , 例 1. 4.1 
中 的 二 元 关系 就 不 是 等 价 关系 . 

定义 1.4.3 若 把 集合 A 分 成 若干 个 子 集 ,使 得 A 中 的 每 一 个 元 素 属于 且 只 属于 一 
个 子 集 , 则 称 这 些 子 集 的 全 体 为 集合 A 的 一 个 分 划 . 每 个 子 集 称 为 A 的 一 个 类 . 

等 价 关系 与 集合 的 分 划 是 一 一 对 应 的 . 

定理 1.4.1 集合 A 的 一 个 分 划 决 定 A 的 一 个 等 价 关 系 . 

证 明 给 定 A 的 一 个 分 划 后 ,集合 A 被 分 成 若干 个 类 的 并 ,A 中 的 每 一 个 元 素 属于 
和 且 只 属于 一 个 类 . 

令 R 二 ((a,b)EAXAla 与 b 在 同一 类 ), 下 面 证 明 R 是 A 上 的 一 个 等 价 关系 . 
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第 一 ，Va€EA, 因 为 (a,a)EAXA, 且 a 与 a 在 同一 类 ,所 以 (a,4a)ER, 即 aRa, 这 说 
明 尺 具有 反 身 性 ;第 二 , Ya,5E€ A, 如 果 aR65, 即 (4a,5)ER, 则 4a 与 b 在 同一 类 ,于 是 (6,a) 
ER, 即 5Ra, 这 说 明 R 具有 对 称 性 ;第 三 ,VY a,b,cEA, 如 果 aRb,bRc, 即 (a,6)ER,(6,c) 
ER, 因 此 4 与 6 在 同一 类 ,5b 与 c 在 同一 类 ,所 以 a 与 c 在 同一 类 , 故 (a,c)ER, 即 aRc, 这 
说 明 R 具有 传递 性 . 

定理 1.4.2 集合 A 的 一 个 等 价 关 系 一 决定 A 的 一 个 分 划 . 

证 明 记 [aj 二 {bE€Alb~a), 即 [aj 是 所 有 与 a 等 价 的 元 素 全 体 , 称 为 a 所 在 的 等 
价 类 ,a 是 代表 元 . 

下 面 证 明 A 二 也 [aj 是 A 的 一 个 分 划 . 先 说 明 等 价 类 与 代表 元 无 关 , 即 若 < 一 5, 则 
[a]= [5]. 

事实 上 , 若 cE [aj, 则 c~a, 又 a~5, 由 等 价 关系 的 传递 性 可 知 c~5, 所 以 cE [5], 故 
[a [6]. 

类 似 可 证 明 [5] 生 [aj, 因 此 [aj]=[6]. 

再 来 说 明 A 中 任意 元 必 属 于 且 仅 属于 某 一 个 类 . VaEA, 易 知 cE [aj; 若 a€E 55] 且 
a€E[Lcj,; 则 56~a,a~c, 于 是 5b~c,[61 二 [cl. 

定义 1.4.4 设 集合 A 有 一 个 分 划 , 每 类 中 的 任意 元 素 称 为 该 类 的 一 个 代表 . 刚好 
由 每 一 类 的 一 个 代表 所 构成 的 集合 叫做 A 的 完全 代表 系 . 

如 例 1. 4.2 中 的 等 价 关系 确定 了 Z 的 一 个 分 划 , 在 这 个 分 划 下 Z 的 完全 代表 系 为 
{0,1,2), 

其 中 [0]= {3k|kEZ});[11]={3&k 十 1|kE2});[2] 二 {3k 十 2|kEZ)}. 

[0j,L1j,[2j 称 为 模 3 的 剩余 类 . 

最 后 介绍 本 节 的 另 一 个 重要 概念 . 

定义 1.4.5 设 和 集合 A 中 有 代数 运算 。, 若 A 的 一 个 等 价 关 系 一 满足 

Ya,b,cd€E A,a~b,c~dS>ac~bd, 
则 称 一 为 的 一 个 同 余 关 系 . a€E A 所 在 的 等 价 类 [a] 称 为 a 的 同 余 类 . 
例 1.4.3 设 mm 为 正 整数 ,Z 为 全 体 整 数 的 集合 ,在世 中 定义 关系 一 : 
aa=p(mod m). 
易 证 ~ 一 是 等 价 关 系 . 且 由 4 圭 b (mod m),c 夺 d (mod m), 可 得 
a 十 cs 十 dmod m),ac=bd (mod m). 
因此 一 对 于 己 中 的 加 法 和 乘法 都 是 同 余 关 系 . 
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习 题 


1. 设 A,B 是 两 个 非 空 的 有 限 集合 . 

(1) A 到 B 的 不 同 映射 共有 多 少 个 ? 

(2) A 上 不 同 的 二 元 运算 共有 多 少 个 ? 

2. 设 A,B 为 非 空 集合 ,f:A 一 B 是 集合 的 映射 , 试 证 : 

(1) 7 为 单 射 后 存 在 g:B 一 A ,使 得 gf 一 ids，; 

(2) 了 为 满 射 全 存在 h:B 一 A, 使 得 fh 二 ids. 

3. 下 面 的 二 元 运算 :哪些 满足 交换 律 ,哪些 满足 结合 律 . 

(1) 设 世 为 全 体 整数 的 集合 ,在 2 中 oa 一 2 一 0 

(2) 设 Q 为 全 体 有 理 数 的 集合 ,在 Q 中 a"2 一 22 十 1; 

(3) 设 2 为 全 体 正 整数 的 集合 ,在 Z7 中 ap 一 2 

(4) 在 Z+ 中 人 "0 一 0 

4 假设 R 是 非 空 集合 A 中 的 一 个 关系 , 且 有 对 称 性 和 传递 性 . 有 人 断定 RR 是 一 个 
等 价 关 系 , 其 推理 如 下 :“ 对 a,5E A, 从 aRb 得 5Ra, 又 从 传递 性 得 acRa, 因 而 尺 有 反 身 
性 , 故 为 等 价 关系 . ”他 的 推理 对 吗 ? 

5. 设 尺 是 非 空 集合 A 中 的 任 一 关系 ,再 定义 A 中 关系 尽 ,Ri 分 别 为 

ZRiy，, 当 且 仅 当 z 一 yzRy 与 yRz 三 者 之 一 成 立 ; 

XRsy, 当 和 且 仅 当 有 xoyXi,… ,zs 使 ze 一 zz 一 y% 且 ToRiziyzliRIiza，…，Zo-1RITn。 

(1) 证 明 Rs 是 一 个 等 价 关系 (提示 : 先 证 R 具有 对 称 性 ); 

(2) 证 明 若 R 是 等 价 关 系 , 则 Rs 二 R, 即 xRsy 咏 rRy; 

(3) 令 4=2Z 为 全 体 整 数 的 集合 ,n 为 一 固定 整数 ,R 定义 为 :zRy 人 zz 一 > 一 m, 求 关系 
R, 与 R;. 
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近世 代数 的 主要 研究 对 象 是 带 有 运算 的 集合 ( 称 之 为 代数 系统 ). 本 课程 将 介绍 三 大 代 
数 系统 : 群 环 与 域 . 本 章 先 讨论 群 ,着 重 介绍 群 的 基本 概念 基本 理论 及 某 些 群 的 结构 . 


2.1 群 的 概念 


2.1.1 和 群 的 定义 


定义 2.1.1 设 G 是 带 有 某 个 二 元 运算 ( 称 之 为 乘法 ) 的 非 空 集合 ， 如果 G 满足 (1) 
一 (4)， 则 称 G 为 一 个 群 . 

(1) G 对 于 上 述 运算 封闭 (由 二 元 运算 的 定义 可 知 此 条 成 立 , 此 处 仅 是 强调 而 已 ); 

(2) 上 述 运算 适合 结合 律 , 即 Va,p,cEG，,(ap)c 一 a(pc); 

(3) 存在 元 素 eEG, 使 得 VaEG,ae 二 ea 二 a, 称 e 为 G 的 单位 元 ; 

(4) VaEG, 存 在 6EG, 使 ab 一 ba 二 e, 称 5 为 a 的 道 元 . 

例 2.1.1 全 体 整数 的 集合 ZZ 关 于 普通 数 的 加 法 运算 构成 一 个 群 , 称 为 整数 群 . 

例 2.1.2 数 域 P 上 的 全 体 ” 阶 可 逆 方 阵 的 集合 GL (n,P) 关 于 和 矩 阵 的 乘法 构成 一 
个 群 , 称 为 数 域 P 上 的 一 般 线性 群 . 

例 2.1.3 设 为 正 整数 , 记 模 的 剩余 类 全 体 为 Z, 一 {[0j,[1],…,[n 一 1j}). 在 2， 
上 定义 外 运算 : 

Laj®DL5j= Lat6]. 

则 Z, 关于 名 运算 ( 记 为 加 法 ) 构 成 群 , 称 为 模 ”剩余 类 和 群 . 

证 明 我 们 逐条 验证 Z, 关于 四 满足 定义 2.1.1 中 的 (1) 一 (4)， 

(1) 先 证 明 介 是 代数 运算 , 即 是 Z, XZ 到 2Z, 的 映射 . 也 就 是 要 说 明和 运算 与 剩余 类 的 
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代表 元 选择 无 关 . 即 任 取 wa E [a], 2 E 05], 有 [a 十 61]== [a 十 6]. 

事实 上 ,因为 a. Elaj],; bE[65j; 所 以 nn| (a 一 Qa) ,n| (Co 一 0 ， 故 

nl[Catb)— (at6)], 

即 [a 十 b1] 二 [La 十 5b]. 这 说 明 Z. 对 于 运算 四 满足 (1)， 

(2) VY [al,[L6],[Lc]€EZ,, 

(Lo 四 [0 时) 申 [cq=[LCa 十 仿 十 c] 王 [ca 十 (8 十 c)] 一 [ca 四 (CO 四 [c])， 

这 说 明 上 述 运算 适合 结合 律 . 

(3) 因为 [a 多 [0] 二 [0]@@Laj== [aj, 所 以 [0] 为 单位 元 . 

(4) 因为 [a] 甸 [n 一 a] 二 [rn 一 aj 旬 [a] 二 [0j, 所 以 [xn 一 aj 是 [aj 的 逆 元 . 

综 上 ,2Z, 关于 外 运算 ( 记 为 加 法 ) 构 成 群 . 

例 2.1.4 设 Z 为 整数 集 ,在 Z 上 定义 运算 

a°b=a 二 6b 一 3. 

求证 :Z 关于 。 构 成 群 . 

证 明 首先 容易 验证 :为 Z 上 的 二 元 运算 . Ya,b,cEZ， 

因为 cp 一 ac 十 5 一 3EZ, 即 .满足 封闭 性 . 

(abc 一 (ae 十 一 3)。c 一 (ea 十 0 一 3) 十 c 一 3 一 < 十 (0 十 c 一 3) 一 3 一 ae(boc) 

即 。 满 足 结合 

又 a3 一 3*a 一 a 十 3 一 3 一 a, 即 3 是 单位 元 . 

最 后 ,a* (6 一 4a) 二 (6 一 a)。4a 二 3, 即 6 一 a 是 a 的 道 元 . 

由 群 的 定义 可 知 Z 对 此 运算 构成 群 . 


2.1.2 群 的 简单 性 质 


先 讨论 群 的 一 些 基本 性 质 . 
性 质 2.1.1 车 G 是 群 , 则 G 中 单位 元 唯一 . 
证 明 设 e ,es 是 群 G 的 单位 元 , 则 YaEG, 满 足 
ael 一 elQ 一 4. 
aez 一 ez& 一 4. 
所 以 
el 一 elez 一 ez. 
性 质 2.1.2 若 G 是 群 , 则 VaEG,a 的 逆 元 唯一 , 记 为 a i. 
证 明 设 5,c 均 为 a 的 道 元 , 即 ab 一 pa 一 eac= 一 ca 一 e, 其 中 e 是 群 G 的 单位 元 . 则 
aa。 12 。 
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0 一 pe 一 pac) 一 (oa)c 一 ec 一 5 
性 质 2.1.3 若 G 是 群 , 则 G 中 消去 律 成 立 . 即 
若 az 一 cy, 则 xz 一 y; 
若 za 一 y&, 则 一 y. 
由 此 可 知 cz=p,ya= 王 0 在 G 中 解 唯 一 . 
证 明 若 az=ay, 则 
a laz) 一 ai(ay)，(a la)x=(a la)y zz 一 yy 


类 似 可 证 明 若 za 一 yae, 则 z 一 yy。 
2.1.3 和 群 的 等 价 定义 


下 面 介 绍 几 个 群 的 等 价 定义 ,以 方便 大 家 对 群 更 好 的 理解 和 判断 . 

定义 2.1.2 设 G 是 带 有 某 二 元 运算 的 非 空 集合 . 如 果 G 满足 下 面 (1) 一 (4)， 则 称 
G 为 一 个 群 . 

(1) G 对 该 运算 ( 称 之 为 乘法 ) 封 闭 ; 

(2) 该 运算 适合 结合 律 ; 

(3) 存在 左 单位 元 ex EG, 使 Ya€G,ex a=a; 

(4) Ya€EG, 存 在 az EG, 使 ax! a 一 e#, 称 oa 为 a 的 左 遂 元 . 

接 下 来 证 明定 义 2.1. 1 与 定义 2.1.2 的 等 价 性 . 

证 明 显然 若 G 满足 定义 2.1.1 中 的 条 件 (1) 一 (4), 则 G 也 满足 定义 2.1. 2 中 的 条 
件 (1) 一 (4). 

反之 , 设 G 满足 定义 2.1.2 中 的 条 件 (1) 一 (4)， 

YaEG, 设 cf 的 左 道 元 为 六 即 baz! 二 ex , 则 

(pazl)a 一 et 4 一 4 一 (azla) 一 pex， 
aa 一 (be )aEtzl 一 bazl 一 ex， 
ae =al(ax! ad) 一 (aatl)a 一 ez a=a. 

这 说 明 ex 就 是 G 的 单位 元 , 且 a 如 就 是 a 的 逆 元 ,于 是 G 满足 定义 2.1. 1 中 的 条 件 
(1)~(4). 

定义 2.1.3 设 G 是 带 有 某 二 元 运算 的 非 空 集合 . 若 G 满足 条 件 (1) 一 (3)， 则 称 G 
为 一 个 群 . 

(1) G 对 该 运算 封闭 ; 

(2) 该 运算 适合 结合 律 ; 
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(3) Va,bEG,azx 一 b 和 ya 一 b 在 G 中 有 解 . 

下 面 证 明定 义 2.1.1 与 定义 2.1. 3 的 等 价 性 . 

证 明 显然 若 G 满足 定义 2.1. 1 中 的 条 件 (1) 一 (4) , 则 G 也 满足 定义 2.1. 3 中 的 条 
件 (1) 一 (3). 

反之 , 设 G 满足 定义 2.1. 3 中 的 条 件 (1) 一 (3)， 

任 取 aEG, 设 za 二 a 的 解 为 zj, 即 za 一 wa, 下 面 证 zi 是 G 的 左 单位 元 . 

Y5EG, 设 az 一 0 则 

Zi 一 Zi(azz) 一 (Zia)zz 一 az 一 D， 

这 说 明 zx, 是 左 单位 元 . 

再 任 取 aEG,ya 一 zx) 在 G 中 有 和 解 ,这 说 明 a 有 左 道 元 .因此 G 满足 定义 2.1.2, 从 而 
满足 定义 2. 1.1. 

定义 2.1.4 〈 有 限 群 的 等 价 定义 ) 设 G 是 带 有 某 二 元 运算 ( 称 之 为 乘法 ) 的 非 空 有 限 
集合 . 若 G 满足 条 件 (1) 一 (3), 则 称 G 是 一 个 群 . 

(1) G 对 该 乘法 封闭 ; 

(2) 该 乘法 运算 适合 结合 律 ; 

(3) 该 乘法 G 中 消去 律 成 立 , 即 Ya,x,y€G, 都 有 

az 一 ay 字 X=y; 
ZQ 一 ya > 工 二 y. 

下 面 证 明定 义 2.1. 1 与 定义 2.1.4 的 等 价 性 . 

证 明 设 G 是 带 有 某 二 元 运算 的 非 空 有 限 集 合 . 如 果 G 满足 定义 2. 1. 1 中 的 条 件 (1) 
一 (4)， 易 见 C 也 满足 定义 2.1.4 中 的 条 件 . 

反之 , 若 G 满 足 定义 2.1.4 中 的 条 件 , 设 G= {ai,as,…,a,) (a; 两 两 不 同 ,1 生 ; 委 由). 

任 取 aEG,aG= (aalaa aa )CG, 且 aa 天 aai (i 关 7) 《否则 由 消去 律 可 知 c; 一 
dj) ,因此 cC 一 CG. 

于 是 VEG, 存 在 wx 使 aa 一 0, 即 az 一 在 G 中 有 解 , 类 似 可 证 ya 二 5 在 G 中 有 
解 ,这 说 明 G 满足 定义 2. 1.3, 从 而 满足 定义 2. 1. 1. 


2.1.4 相关 概念 


定义 2.1.5 若 群 G 的 运算 适合 交换 律 , 即 Ya,pEG, 有 ap 一 pa, 则 称 G 为 交换 群 或 


Abel 群 . 
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定义 2.1.6 车 群 G 只 有 有 限 个 元 素 , 则 称 G 为 有 限 群 ,否则 称 为 无 限 群 . 有 限 群 G 
的 元 素 个 数 称 为 群 G 的 阶 , 记 为 |G|. 

下 面 先 引 入 群 中 元 素 的 阶 的 概念 . 

设 a 为 群 G 的 元 素 ,e 为 G 中 的 单位 元 ,n 为 正 整数 . 

规定 


a "=(a ')". 
容易 验证 ,对 任意 整数 1,k, 都 有 
asa :一 a 
(a*)'=a*. 
定义 2.1.7 设 a 为 群 G 的 元 素 ,e 为 G 中 的 单位 元 . 车 存在 正 整数 mm, 使 a”==e, 则 
称 4 为 有 限 阶 元 素 , 且 称 


二 + 


min{m|m 为 正 整 数 ,a" 一 e)} 

为 a 的 阶 . 

如 果 不 存在 这 样 的 正 整数 ,就 称 a 为 无 限 阶 元 素 . 

由 元 素 阶 的 定义 ,任意 群 的 单位 元 的 阶 都 是 1. 

在 整数 群 中 ,除了 单位 元 0 之 外 ,其 他 元 都 是 无 限 阶 元 . 

例 2.1.5 求 2。 中 各 元 素 的 阶 . 

解 [0j] 是 1 阶 元 .[3] 了 二 [0j, 所 以 [3j 是 2 阶 元 . 

[2 一 [0j,L4B 了 二 [0j, 所 以 [2],[4j 是 3 阶 元 . 

[1 二 [0j], [5J 二 [0j, 所 以 [1],L5J 是 6 阶 元 . 

关于 元 素 的 阶 , 我 们 来 证 明 下 面 两 条 性 质 . 

性 质 2.1.4 a 是 无 限 阶 元 会 VonzEZ , 当 m 隆 n 时 ,有 a”" 关 a” ,其 中 2 为 全 体 正 
整数 构成 的 集合 . 

证 明 ”充分 性 . 若 存 在 ”mr ,mm EZ ,天 mi ,am 一 oa ,无 妨 设 mi 之 ni，, 则 

a"la "=a a "=a ， (a !)"=e, 

即 a™ "二 e, 与 a 是 无 限 阶 矛盾 . 

必要 性 . 若 a 是 有 限 阶 元 , 设 a 的 阶 为 &, 则 

VEZ- ,有 a” 一 a”， 
。15 。 
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这 与 条 件 矛 盾 ， 

性 质 2.1.5 4 与 a 1! 同 阶 . 

证 明 若 a 是 无 限 阶 的 , 则 由 性 质 2.1.4 可 知 ， 

VmnEZt , 当 m 关 n， 有 a”" 关 a". 
所 以 
(a") 天 (a") !， 
即 
(a )” 天 (Ca )". 

再 由 性 质 2.1.4, 可 知 a 也 是 无 限 阶 的 . 

反之 , 如果 a :是 无 限 阶 的 , 同 理 可 证 < 也 是 无 限 阶 的 . 车 a 是 有 限 阶 的 , 则 a-! 也 是 
有 限 阶 的 . 

分 别 记 a 与 ea 一 的 阶 数 为 已 ,由 

aa 一 e， 

可 得 (aa ) I= (a !)h =e. 
故 已 委 忆 ,类 似 可 证 玉 委 已 , 故 太 一 已. 

性 质 2.1.6 设 a 的 阶 是 ”, 则 =e 的 充 要 条 件 是 n|m. 

证 明 必要 性 . 如 果 a”==e, 设 

M 一 ML 十 ,0 委 ” 魏 ?一 1， 
则 有 
a”"=a"t’~a"a’=(a")'ia’=a’=e. 

所 以 得 到 v==0, 即 有 nj|m. 

充分 性 . 若 有 nlm, 设 m= 二 nl, 则 有 


a”"—=a*=(qa’)'=e!=e. 
2.1.5 群 的 同 态 


为 了 比较 不 同 的 群 ,引入 群 的 同 态 与 同 构 . 
定义 1.2.8 设 G,G; 为 两 个 群 ,f 是 从 Gi 到 G; 的 映射 如 果 f 满足 : 
Vr,yEG ,fry)= f(r)f (Cy), 
则 称 f 是 G1 到 G; 的 一 个 同 态 映射 . 
当 f 是 单 射 , 称 f 为 单 同 态 映射 . 
当 f 是 满 射 , 称 f 为 满 同 态 映 射 . 此 时 称 群 G, 与 Gs 同 态 . 
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当 f 是 一 一 映射 , 称 f 为 同 构 映射 .此 时 也 称 G: 与 G; 同 构 , 记 为 G; 实 G;. 

群 G 到 自身 的 同 构 映 射 称 为 G 的 自 同 构 . 

例 2.1.6 设 G 是 Abel 群 ,定义 映射 f;:G 一 G 为 

flg)=g ', VgE€G, 

则 ff 是 G 的 自 同 构 . 

证 明 Vzx,y€EG， 

f(xy)= (ry) =y rx TI 一 zy 一 FrCz)Fy)， 

故 了 是 同 态 映射 . f 显然 是 一 一 映射 ,因此 了 是 G 的 自 同 构 . 

例 2.1.7 设 GL(CzR) 代 表 半 阶 可 道 实 方 阵 全 体 , 则 GL (Cn,R) 关 于 和 矩阵 乘法 构成 
一 个 群 . 设 R* 代表 全 体 非 零 实数 , 则 R* 关于 数 的 乘法 构成 一 个 群 . 

定义 f:GL(n,R) 一 R* 为 

f(A)=detA, VAEGL(n,R). 

可 以 验证 和 是 从 GL(n,R) 到 R* 的 映射 . 

YaER’*, 今 


0 0 0 1 
则 有 f(B)= 二 detB==a, 即 矩阵 B 是 a 的 原 象 . f 是 满 射 . 
并 且 , VA,BEGL(n,R), 有 
f(AB)=det(AB)=detA . detB= f(A)f(B), 
故 GL(n,R) 与 R'* 同 态 . 

群 的 同 态 有 如 下 性 质 ， 

性 质 2.1.7 车 了 是 群 G, 到 群 G: 的 同 态 ,g 是 群 Gs 到 群 G 的 同 态 . 则 gf 是 GG 
到 Gs 的 同 态 ; 

车 了 ,g 都 是 满 同 态 , 则 gf 也 是 满 同 态 ;车 f,g 都 是 同 构 , 则 gf 也 是 同 构 . 

证 明 已 知 f 是 从 Gi 到 Gi 的 映射 ,g 是 从 G: 到 G; 的 映射 . 由 定义 1.2.9 可知 gf 
是 从 G 到 Gs 的 映射 . 若 f,g 都 是 满 射 , 则 gf 也 是 满 射 ; 若 f,g 都 是 一 一 映射 , 则 f,g 
也 是 一 一 映射 . 

又 已 知 

Vasb€EG, f(ab)=f(a)f 0); 
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VzyECz，Sg(Czy) 一 5E(z)g8(y). 
所 以 
gf (ab)=gLf (ab) =gLf Ca)f (68)J=[Lgf (a)JLgfC6)]. 

性 质 2.1.8 设 f 是 群 G 到 群 Gs 的 同 态 , 则 f (ei ) 是 G: 的 单位 元 ,其 中 e 是 G, 的 
单位 元 . YaEGi ,f(a 1) 是 Fa) 的 逆 元 . 

证 明 因为 

el) 一 Cei) 一 el)FCel)， 
故 
fle) Ge) 一 ez 一 Fei). 
其 中 e 代表 Gz 的 单位 元 . 
又 
fla’')fla)=fla la)=f(e)=es= f(a) f(a !). 
即 f(a !') 是 f(a) 的 道 元 . 

性 质 2.1.9 设 /是 群 Ci 到 群 G。 的 同 态 映射 , 则 

f(G)= {f(g)|lgEG}EG, 
也 是 群 , 并 且 Gi 与 f(Gi) 同 态 . 

证 明 任 取 f(g1),f(g2)€f(G1), 其 中 gi ,gz EGi， 

flgi)f (gs)—= f(gig2) EfG). 

这 说 明 /(Gi) 关 于 Gs 中 的 乘法 是 封闭 的 . 因为 G, 是 群 ,所 以 这 个 乘法 运算 适合 结 
合 律 .由 性 质 2.1.8 可 知 ,f (ei ) 是 /(G,) 的 单位 元 ,其 中 e, 是 G1 的 单位 元 ,Ya€G， 
fla ) 是 f(a) 的 北 元 . 

总 之 ,fC(G1) 是 群 , 旦 f 是 Gi 到 f(G1) 的 满 射 , 所 以 G, 与 了 (Gi) 同 态 . 

性 质 2.1.10 群 的 同 构 关系 是 一 个 等 价 关 系 . 

证 明 设 C 为 任意 一 个 群 , 则 G 的 恒 等 映射 idsc 是 G 的 自 同 构 ,这 说 明 群 的 同 构 关 
系 具 有 反 身 性 ; 

设 G1,G; 为 群 ,f 是 从 G1 到 Gs 的 同 构 上 映射, 则 广 :是 从 Gs; 到 G; 的 一 一 映射 , 且 
VDopEG, 设 六 一 Fa) 一 Faa) ,可 得 ai 一 广 !Co)，as 一 广 1(5)， 

f° (bib)=f Lf lad fla)]=f f(a)]=aas = f7 (6) f(b,), 
故 广 是 从 G; 到 Gi 的 同 构 , 这 说 明 群 的 同 构 关系 具有 对 称 性 ; 

设 Cl ,Gs ,Gs 为 群 , /是 从 Ci 到 Gs 的 同 构 上 映射 ,g 是 从 Gs 到 Gs 的 同 构 映射 ,由 性 

质 2.1.7 可 知 ,gf 是 从 G, 到 Gs 的 同 构 映 射 , 这 说 明 群 的 同 构 关系 具有 传递 性 . 
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变换 群 和 置换 群 是 一 种 具体 的 群 , 它 们 和 所 有 的 群 都 有 着 密切 关系 .用 它们 可 以 表 
示 出 任意 的 群 , 因 此 在 群 论 中 占有 重要 地 位 . 


定义 2.2.1 集合 4 到 自身 的 一 个 映射 , 称 为 A 上 的 一 个 变换 . 
前 面 已 经 定义 过 映射 的 复合 . 记 A 的 全 体 变换 集合 为 5S, 则 映射 的 复合 运算 是 S 中 
的 一 个 运算 ,我 们 称 之 为 乘法 . 
任 取 ort€ES, YaEA, 有 
(cor) (a)=or(a). 
=o(r(a)) 
另外 , 任 取 o,rt,xES,YaEA, 有 
(g(tu)) (a)=o( (ru)(a))=o(r(u(a))), 
(Car) ) a)= (or) (ula))=o(r(u(a))). 
故 c(Cru) = (ar)m， 
这 说 明 S 关于 这 个 乘法 运算 是 封闭 的 , 且 该 运算 适合 结合 律 ,值得 注意 的 是 ,这 个 乘 
法 运算 并 不 适合 交换 律 . 
例 2.2.1 设 A= {1,2,3)， 
0:1 一 2， 2 一 3 3 一 |. 
r:1 一 2，2 一 3，3 一 2. 


Or: 1 一 32 一 1， 3 一 3. 
to:1—3,2—2,3—2., 
因此 cr 天 rc. 
设 集合 A 的 全 体 变 换 为 S= {rr，…}》 则 S 对 于 上 面 的 乘法 并 不 构成 群 . 这 是 因 
为 VoE 5S,o 有 逆 的 充 要 条 件 是 o 为 一 一 映射 ( 即 一 一 变换 ). 
定义 2.2.2 由 人 A 的 若干 个 一 一 变换 构成 的 群 (关于 上 面 的 乘法 即 复合 运算 ) 称 为 A 
的 变换 群 . 
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首先 关心 的 是 究竟 有 没有 A 的 变换 群 .下 面 的 定理 将 作出 回答 ， 

定理 2.2.1 集合 4 的 全 体 一 一 变换 (关于 复合 运算 ) 构 成 一 个 变换 群 S4 , 称 之 为 A 
上 的 全 变换 群 . 

证 明 设 和 A 的 全 体 一 一 变换 的 集合 为 Sa. 

任 取 o,rE S4; 因 为 o,r 都 是 A 到 A 的 一 一 映射 ,所 以 or 也 是 A 到 A 的 一 一 映射 ， 
这 说 明 Sa 关于 复合 运算 封闭 . 

上 面 已 验证 该 运算 适合 结合 律 . ids( 记 为 e) 是 Ss 中 的 单位 元 . 

VoES4，; 有 0o 'ES4, 使 so 'o==o0 ' 二 6. 

总 之 SA 关于 映射 的 复合 运算 构成 群 . 

例 2.2.2 设 R* 是 实 平面 上 所 有 点 的 全 体 ( 即 zy 平面 ),o 是 R: 的 一 一 变换 且 保 持 
距离 , 即 

VX,yER’, | ol(r)—oly) | 一 由 z 一 > . 

其 中 上 z 一 y 上 表示 点 工 与 y 间 的 距离 ,G 是 所 有 这 样 的 o 的 全 体 . 

求证 :G 关于 映射 的 复合 运算 构成 一 个 群 . 

证 明 Vo,rEG, 因 为 DorCz) 一 orCy) 二 r(x) 一 zr(y) 二 上 x 一 y 中 ,所 以 or€EG. 
映射 的 复合 运算 适合 结合 律 . 恒 等 变 换 e€EG, 且 YoEG,eo 一 oe 二 0, 即 6 是 G 的 单位 元 . YoE 
Go “是 一 一 变换 , 且 

o'r)—e (Cy) =o0! (ro! Cy) = |x yl, 
故 o 'EG, 因此 G 关 于 映射 的 复合 运算 构成 群 . 
这 个 群 称 之 为 欧 氏 运动 群 ( 非 交 换 群 ). 
定义 2.2.3 设 C 是 群 , 任 取 aEG, 定 义 G 的 两 个 变换 工 。R. 如 下 : 
L.(z) 一 azZRCZz) 一 Za YrXEG. 
分 别称 L, ,R。 为 由 a 决定 的 左 平移 与 右 平移 . 
很 明显 ,L ,R。 都 是 G 的 一 一 变换 , 即 为 Se 中 元 素 , 且 容易 验证 下 面 的 等 式 : 
LLs=Ly,, RR,—=R,, LR,=R,L,, 
L.=R,.=idc, LL-!=Li!, R,-'!=R;. 
其 中 e 为 G 的 单位 元 ,a,b 为 G 的 任意 元 素 . 

从 上 述 等 式 可 知 Le 二 {L。|a€EG}) 与 Re 二 {R。|aEG} 都 是 变换 群 . 

定理 2.2.2 (Cayley 定理 ) 设 G 是 一 个 群 , 则 G 衬 Le 衬 Re. 即 任何 一 个 群 都 与 一 个 
变换 群 同 构 ， 

证 明 定义 映射 f:G->Ls 为 
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fla)=L,s, Va€G. 
显然 了 是 满 射 . 
若 f(a) 二 了 (5), 则 工 ,二 Ls, 即 
L,(e)=ae=a=L, (e)=be=6, 
故 f 为 单 射 . 因此 f 是 一 一 映射 . 
又 
flab)=L;y=L,L,= f(a) fo), 
因此 f 是 同 构 映 射 ,从 而 G 实 Lo. 
再 定义 映射 g:C-~Rc 为 
g(a) 一 人 R- ，VaEG. 
类 似 可 以 证 明 C 兰 Re. 


2.2.2 置换 群 


置换 群 是 一 类 特殊 的 变换 群 , 群 论 最 早 就 是 从 研究 置换 群 开始 的 . 利用 这 种 群 , 伽 罗 
华 成 功 地 解决 了 代数 方程 是 否 可 用 根 式 求解 的 问题 . 

另外 ,置换 群 也 是 一 类 重要 的 非 交 换 群 . 

定义 2.2.4 一 个 有 限 集合 A 的 一 个 一 一 变换 叫做 A 的 一 个 置换 . 

此 时 A 的 变换 群 称 为 置换 群 ( 即 由 A 的 若干 个 置换 构成 的 群 ). 

定义 2.2.5 一 个 包含 nn 个 元 素 的 集合 的 全 体 置换 构成 的 群 称 为 n 次 对 称 群 , 记 
为 S,. 

易 见 S, 的 阶 为 n1. 

设 A= {al,as,…,as) 是 含有 nn 个 元 素 的 有 限 集合 ,o 是 A 的 一 个 置换 . 设 oc;a; 一 a ， 
1 委 : 委 ”, 则 将 表 为 


9 


| Ci aa 0 Qn 


oa41) of(ar) … ola,) 
] 2 . 7 
也 可 条 单 的 表示 为 | | 
kl ka kk 
例如 ,S, 中 的 元 c:1-2,2->3,3->1 可 表 为 
2 
» ;1 1 2- 


。2] 。 


近世 代数 应 用 基础 


定义 2.2.6 一 个 置换 若 把 :个 不 同 元 素 4a; ,as ，… ;4i 分别 上 映 成 ai ,Qi "ai aa， 
而 其 余 的 元 素 ( 假 设 有 的 话 ) 不 变 , 则 称 这 个 置换 为 一 个 一 循环 置换 ,或 长 为 t 的 轮换 . 表 
示 为 

(Zita ) 或 (ii (iiio'i 1 ). 

例如 ,S; 中 元 o:1 一 2,2 一 3,3->1 可 表 为 (123) 一 (231) 一 (312). 

定理 2.2.3 任何 nn 元 置换 x 都 可 以 写成 若 于 个 互相 没有 公共 元 素 的 轮换 的 乘积 . 

证 明 用 数学 归纳 法 . | 

显然 当 z 为 恒 等 变 换 或 只 变动 两 个 元 时 定理 是 对 的 . 

设 < 变动 的 元 素 个 数 委 ”> 时 定理 是 对 的 . 

当 x 变动 的 元 素 个 数 为 > 十 1 时 , 取 一 个 被 x 变动 的 元 证 , 设 鼠 变 成 记 ,ii 变 成 is, 这 
样 找 下 去 ,直到 第 一 次 找到 一 个 去 为 止 , 被 变 成 位 ,io ，…,ii-1) 中 的 某 一 个 ,而 不 是 变 
成 新 的 元 素 .i 只 能 被 变 成 加 ,因为 2 ,is，… ,1 已 经 是 某 个 元 素 的 象 了 ,不 能 再 成 为 i 
的 象 ,这 样 得 到 一 个 个 元 的 循环 置换 (iVis…ii). 车 二 =r 十 1, 则 其 余 元 不 动 , 定 理 得 证 . 

车 <<r 十 1, 则 其 余 被 变动 的 元 素 个 数 志 7r,x 王 (iio*…rii)x1, 由 假设 ,x 可 以 写成 车 
于 个 互相 没有 公共 元 素 的 轮换 的 乘积 ,从 而 x 可 以 写成 若干 个 互相 没有 公共 元 素 的 轮换 
的 乘积 . 

定理 2. 2. 3 告诉 我 们 ,任何 元 置换 x 都 可 以 写成 若干 个 互相 没有 公共 元 素 的 轮换 
的 乘积 . 进一步 ,每 个 轮换 可 表 成 一 些 对 换 之 积 : 

(alaz…an) 一 (aid ) (aian 11)" (a1a2), 
因此 每 个 置换 总 可 以 表示 为 有 限 个 对 换 之 积 ,这 种 表达 式 ( 甚 至 对 换 的 个 数 ) 显然 不 唯 
一 ,但 是 同一 个 园 换 以 多 种 方式 表 成 对 换 之 积 时 ,其 所 含 对 换个 数 的 奇偶 性 是 不 变 的 ,能 
表 成 奇 ( 偶 ) 数 个 对 换 之 积 的 置换 称 为 奇 ( 偶 ) 置 换 . 

全 体 偶 置换 记 为 A, ,A, 按 复合 运算 作成 群 , 称 之 为 n 元 交错 群 . 

由 Cayley 定理 得 到 关于 置换 群 的 结论 . 

定理 2.2.4 任何 一 个 有 限 群 都 与 一 个 置换 群 同 构 . 

这 个 定理 说 明 置 换 群 有 资格 作为 一 切 有 限 群 的 样板 群 . 但 一 般 情况 下 , 当 集 合 G 太 
大 , 即 "一 |1G| 太 大 时 ,S, 的 子 群 也 不 便 研究 . 为 此 ,抽象 代数 中 经 常 采取 一 种 方法 , 即 通 
过 讨论 群 在 较 小 集合 上 的 置换 表示 来 研究 G. (因为 "= 一 |5| 越 小 ,S, 的 子 群 越 容易 搞 
清楚 ) 
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2.3 子 群 与 陪 集 分 解 


子 群 是 群 论 的 一 个 基本 概念 . 研究 群 的 重要 方法 之 一 ,就 是 利用 子 群 的 性 质 来 推测 
群 的 性 质 ,特别 地 ,有 时 要 根据 子 群 的 各 种 特征 来 对 群 进 行 分 类 . 


2.3.1 子 群 的 概念 


定义 2.3.1 设 互 为 群 G 的 非 空子 集 , 如 果 互 对 于 G 的 乘法 构成 群 , 则 称 昌 为 G 
的 子 群 . 

例 2.3.1 {e},G 都 是 群 G 的 子 群 , 称 为 G 的 平凡 子 群 .除了 {e} 和 G 以 外 ,G 的 其 
他 子 群 (如 果 还 有 的 话 ) 都 称 为 G 的 非 平 凡 子 群 . 

例 2.3.2 整数 集 Z 是 有 理 数 集 QQ 的 (加 法 ) 子 群 ,Q 是 实数 集 R 的 (加 法 ) 子 群 . 正 
交 和 矩阵 全 体 O. (R) 是 GL (n,R) 的 (乘法 ) 子 群 . 

定理 2.3.1 和 群 G 的 非 空子 集 互 是 G 的 子 群 的 充 要 条 件 是 Ya,b€E H,abE€ H, 生 
a IE 万 

证 明 必要 性 . HH 是 群 , 故 VYa,b€ H,ab€H. 

考虑 映射 f:H 一 G， 

VAEH,f(h)=h, 

则 f 为 同 态 映 射 . 

设 es 为 HH 的 单位 元 ,由 性 质 2,1. 8 可知 ,f(es) 是 G 的 单位 元 ; 

VaE€ 玉 , 设 an 是 a 在 瑞 中 的 递 元 ,由 性 质 2.1.8 可 知 ,f(as') 是 f(a) 在 G 中 的 
逆 元 ; 

又 G 中 单位 元 ee 与 aE HCG 的 逆 元 都 唯一 ,因此 f (ep)=ec,f(ani)=ad! 二 aj!， 
故 aeE 万， 

充分 性 . 此 时 互 对 乘法 封闭 ,上 且 a 有 道 47!, 所 以 aa ! 二 eo EH,H 中 有 单位 元 ,所 以 
构成 群 . 

推论 2.3.1 若 互 是 G 的 子 群 , 则 互 中 的 单位 元 就 是 G 中 的 单位 元 , VaE 卫 ,a 在 
互 中 的 逆 元 就 是 a 在 G 中 的 逆 元 ， 

定理 2.3.2 群 G 的 非 空子 集 HH 是 G 的 子 群 的 充 要 条 件 是 Va,b€E H,ab-!1€EH. 

证 明 必要 性 . 昌 是 子 群 ,由 定理 2.3.1 可 知 , Ya,b€EH,b !€EH, 所 以 ab™1€H. 
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充分 性 . Va€E H,aa ' 二 ee€H, 且 ea 一 a !'!€EH, 因 此 Ya,b€EH,b GE 万 ， 
a (5 !) 1! 一 abE 晶 ,HH 是 群 . 
定理 2.3.3 和 群 G 的 非 空 有 限 子 集 互 是 G 的 子 群 的 充 要 条 件 是 Ya,b€E H,ab€ H. 
证 明 ”必要 性 . 由 定理 2.3.2 可 知 , Ya,b6E€E H,eb :一 0 1E€E H, 所 以 a (6 1) 二 ab€H. 
充分 性 . 因 互 为 有 限 子 集 , 根 据 定义 2.1.4, 只 需 证 明 五 中 消去 律 成 立 . 
Vash ,hz EH,a,h ,hEG, 因 G 中 有 消去 律 , 故 
ahi 一 CRP Oh =h, ,hia—=h.aShi =h,, 
因此 互 中 消去 律 成 立 , 互 构成 (有 限 ) 群 . 
例 2.3.3 CC(G)=(gEG|VaEG,ag=ga) 称 为 群 G 的 中 心 . 验证 CC(G) 是 群 G 的 
子 群 . 
证 明 因为 G 的 单位 元 在 CC(G) 中 ,所 以 C(G) 非 空 
任 取 gi1,gz EC(G), 则 YaEG, 有 
(gig2)a=g1(g2a) = gi(ags)—=a(giga), 
即 gg EC(G). 
又 
Bia—ag Og1 d=agi， 
即 gm EC(Cc). 由 定理 2.3.1,C(CG) 是 G 的 子 群 . 


2.3.2 子 群 的 陪 集 分 解 


下 面 利用 子 群 对 群 进行 分 类 ,然后 推出 群 的 一 些 重要 结论 . 
定义 2.3.2 设 互 是 群 G 的 子 群 , YaEG, 称 集合 
aH=(ah|lh€EH} 
为 五 的 一 个 左 陪 集 . 
称 
Ha= {ha|lh€H)} 
为 五 的 一 个 右 陪 集 . 
例 2.3.4 设 G=5;, 昌 =={e,(12)})(e 是 恒 等 映射 ) 是 G 的 子 群 ,日 的 左 陪 集 有 以 下 
三 个 ， 
eH=H=(12)H={(12),e}, 
(13)H= (123)H={(123),(13)}, 
(23)H= (132)H={(23), (132)}. 
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的 右 陪 集 也 有 三 个 : 

He=H=H(12)= {e,(12)}, 
H(13)=H(132)={(13),(132))}, 
H(23)=H(123)={(123), (23)). 

可 网 左 陪 集 与 右 陪 集 不 同 , HH(13) 冯 (13) 有 HH. 
互 的 全 体 左 陪 集 或 右 陪 集 正好 是 群 G 的 一 个 分 划 ,下面 加 以 证 明 . 
性 质 2.3.1 Ya,bEG,aH=bH 或 4H 站 bH 一 VO(Q 代表 空 集 ). 
证 明 车 aHNMbH 关 O, 设 ahi 一 bh; EaH 闪 mbH ,下 面 证 明 aH=bH. 
YhE 电 ,有 
ah= (bhshi 1h=b (hh “1h) ELH 
故 a 瑟 C5HH, 同 理 b5HCa 日 ; 故 aH=bH. 


由 性 质 2. 3. 1 可 知 ， 
G= UaH 
是 G 的 一 个 分 划 ,类 似 
G= UHa 
也 是 G 的 一 个 分 划 . 
性 质 2.3.2 设 


R={(a,8)|a€EG,bEG,aH=6H)}, 
则 尺 是 G 中 的 一 个 等 价 关系 (将 该 等 价 关系 记 为 一 ) ,并 且 
Va,bEG, a~bSa bEH. 


证 明 ” 先 证 明 R=={(a,6b)|a,bEG,a 昌 =bHH} 是 G 中 的 一 个 等 价 关 系 . 


因为 < 五 王 a 互 , 故 a~a( 肥 身 性 ); 
若 a 旦 =b 旦 , 则 b 瑟 =a 日, 即 车 < 一 02, 则 6 一 a( 对 称 性 ); 


若 4 日 =bHH,bH 二 cH, 则 aH 二 c 昌 , 即 车 a~b,b~c, 则 a 一 c( 传 递 性 )， 


再 证 Ya,bEG,a~b( 即 a 二 6 日 ) 的 充 要 条 件 是 a 'b€EH. 
必要 性 .a 昌 ==b 理 , 设 ahi 二 bhzs ,于 是 a-'b 二 hihi!€EH. 
充分 性 . 设 a 15 二 hoE 昌 ,YhEH, 有 
ah=bhs!h€bH, 
bh=ahohEaH. 
故 aH=6H, 即 < 一 6 
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类 似 有 下 面 的 性 质 . 

性 质 2.3.3 设 Ri={(a,b)|la€EG,b5EG,Ha==H6b}), 则 Ri 是 G 中 的 一 个 等 价 关系 
(将 这 个 等 价 关 系 记 为 一 ) ,并且 Ya,b5EG,a~-b 的 充 要 条 件 是 a6 1€H. 

性 质 2. 3. 3 的 证 明 与 性 质 2. 3. 2 的 证 明 是 完全 类 似 的 ,在 此 不 另 歼 述 . 

接 下 来 ,讨论 子 群 互 的 左 陪 集 , 右 陪 集 的 个 数 ， 

定理 2.3.4 一 个 子 群 互 的 右 陪 集 个 数 和 左 陪 集 个 数 相 同 , 它 们 或 者 都 是 无 限 大 ， 
或 者 都 是 有 限 并 相等 . 

证 明 设 互 的 左 陪 集 全 体 为 Ss , 右 陪 集 全 体 为 S .定义 F:Sez 一 Si 为 

YaHE€ES:, f(aH)= Ha '. 
先 证 明 f 是 从 Sx 到 S 的 映射 . 
事实 上 ,根据 性 质 2.3.2, 若 a 日 =6H, 则 a :bEH,b6-!ta€ 昌 , 从 而 
b Ca ') "EH. 

由 性 质 2. 3. 3 可 知 ,五 :一 五 a-1, 即 f(aH) 二 f(bH), 这 说 明 f 是 映射 . 

显然 f 是 满 射 . 

又 若 f(aH)= 二 f(bH), 即 Hb6 1 二 Ha 1!, 则 

a 1(b 1) 1!=a bEH, 


故 a 瑟 =6 晶 , 故 f 为 单 射 . 

综 上 ,ff 为 一 一 映射 , 故 Sx 与 S# 的 元 素 个 数 或 者 都 为 无 限 大 ,或 者 都 有 限 并 相等 . 

定义 2.3.3 群 G 的 子 群 HH 的 右 陪 集 (或 左 陪 集 ) 个 数 , 称 为 互 在 G 里 的 指数 , 记 为 
[G:H]. 

关于 指数 ,有 下 面 的 定理 . 

定理 2.3.5 (Lagrange 定理 ) 设 G 为 有 限 群 ,日 是 G 的 子 群 , 则 

1G|=|1HILG:H]. 

证 明 设 G= UaH 为 G 的 一 个 分 划 . 

设 H= {hiyhzs* ,hi), 则 aH== (ahi,ahs,*… ,ah,}. 

又 ah; 二 ah; 的 充 要 条 件 是 h;= 二 hh ,1<i,j 志 kECH 中 有 消去 律 ). 因此 互 与 aH 所 含 的 
元 素 个 数 相同 , 即 每 个 左 陪 集中 所 含 元 素 个 数 相同 ,因此 有 |G|==|H|[G:H]. 

推论 2.3.2 设 互 是 有 限 群 G 的 子 群 , 则 | 五 | 整除 |G|. 

推论 2.3.3 设 a 是 有 限 群 G 的 任意 元 , 则 a 的 阶 整 除 |G|. 

证 明 设 a 的 阶 为 m, 则 互 =(eaya ar !} 是 群 G 的 子 群 , 且 | 妞 | 二 m. 由 推论 
2. 3. 2 即 得 . 
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2.4 循环 群 


对 群 的 研究 一 般 包 括 群 中 元 素 的 表达 方式 ,运算 规则 ,在 同 构 意义 下 的 群 的 分 类 以 
及 它 的 子 群 结构 . 这 些 问题 完全 分 析 清 楚 的 群 并 不 多 ,而 循环 群 是 其 中 一 类 . 


2.4.1 和 群 的 生成 


定义 2.4.1 设 G 为 群 ,S 是 G 的 子 集 ,G 中 包含 S 的 最 小 子 群 A 叫做 由 S 生成 的 
子 群 , 记 为 A 二 《4S),S 称 为 4 的 生成 组 ,或 称 为 A 的 生成 元 系 . 
车 G= 一 (S),S 是 有 限 群 , 则 称 G 为 有 限 生 成 群 . 
例如 , 设 Z 是 整数 加 群 , 令 M={ 一 2,2}, 则 (M? 是 偶数 加 群 . 而 且 {2,4}),{4,6,8}， 
{一 10,4,8}) 等 是 (MD) 的 生成 组 . 
定理 2.4.1 设 S 是 群 G 的 非 空子 集 ,S ={e |a€ S), 则 
(S)= {xiz2"xn [Xi ESUS ,1<i<m, mE Zt )， 
证 明 令 
S= {xiz2xn Xi ESUST!, 1Si<m,mE 2' ), 
只 需 证 明 两 点 :第 一 ,S 是 子 群 且 SSCS; 第 二 ,对 任意 包含 S 的 子 群 A ,SSA. 
先 证 第 一 点 :明显 有 SCS. 下面 证 S 是 子 群 . 
任 取 ac,pES, 设 a=Zxiz2e Tn b= yy ya ;其 中 现 ,nE€E ZT ,ri Ty Tn YY 
yr ESUS . 则 
ab l= (zirTa) yy ya) =xixe Tay yi ES, 
故 S 为 子 群 . 
再 证 第 二 点 :对 任意 包含 S 的 子 群 A, 因 为 SCA, 故 SISA4, 因 此 SSA. 


2.4.2 循环 群 定 义 


定义 2.4.2 ”由 一 个 元 素 生 成 的 群 G= (ay? 称 为 循环 群 ,a 称 为 G 的 一 个 生成 元 . 
由 定理 2.4.1 可 知 G 一 (a) 一 (以 |RGEZ)， 
例 2.4.1 2Z 对 于 普通 加 法 构成 的 整数 加 群 是 循环 群 , 旦 有 2= 《1>》. 


例 2.4.2 设 n 为 正 整 数 , 模 的 剩余 类 加 群 Z, 也 是 循环 群 , 且 有 2 二 <[1j>. 
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关于 循环 群 的 结构 ,有 如 下 的 定理 : 
定理 2.4.2 车 G 是 循环 群 ,a 为 G 的 生成 元 , 则 当 a 为 无 限 阶 元 时 ,G 与 整数 加 群 
同 构 ,a 的 阶 为 有 限 正 整数 ”时 ,G 与 模 n 的 剩余 类 加 群 Z, 同 构 . 
证 明 ” 当 a 为 无 限 阶 元 时 ,由 性 质 2. 1.4 可知， 
a”"—=a"Om=n, VmnEZt; 
再 由 2. 1 节 性 质 2.1.5 有 
a *=a ‘Ok=l, Vk,lLEZT. 
总 之 ， 
a”"—=a’ Om—=n, Vm,n€EZ. 
定义 映射 f;G 一 Z 为 
fla')=k, VEkEZ. 
易 见 f 是 从 G 到 2Z 的 映射 ,显然 是 满 射 ， 
若 f(a”) 二 f(a”), 则 m 一 &, 当 然 a”" 一 at, 因 此 f 是 单 射 . 故 f 是 一 一 映射 . 
又 
(aa ear)=f(anth )=h+hk = fan )+f (ar )， 
故 f 为 同 构 映 射 , 即 G 衬 Z. 
当 a 的 阶 为 有 限 正 整数 n 时 ,定义 f:G>2Z, 为 f (a) 二 [&],0<<kSn 一 1. 
易 见 f 是 从 G 到 Z, 的 映射 , 且 为 满 射 ; | 
若 f(a”) 二 f(a*), 即 [mj 二 [8j,0 志 mm,k 坟 nn 一 1, 则 mm 二 ,当然 a" 二 at, 因 此 f 是 单 
射 , 故 f 是 一 一 映射 ,又 
flas ar)= flarth)= [kth j= [kj+ [k= flar)+t fa’), 
故 了 为 同 构 映 射 , 邑 G 衬 2,. 
该 定理 告诉 我 们 , 同 阶 的 循环 群 同 构 , 所 以 循环 群 本 质 上 只 有 一 个 . 
具体 地 , 设 G= (a). 
如 果 a 是 无 限 阶 元 ,G 的 元 是 
‘wa ,a ,a =e,a ,a ,. 
G 中 的 运算 法 则 是 
aa =artt, 
如 果 a 的 阶 是 n,G 的 元 是 
Q 一 ce ral, sa" !, 
G 中 的 运算 法 则 是 
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这 里 产 十 & 三 7 十 rr 0 妇 r 委 2 一 1. 
因此 循环 群 的 存在 问题 ,数量 问题 ,构造 问题 都 已 解决 了 . 


2.4.3 循环 群 的 生成 元 与 子 群 


定理 2.4.3 设 g,h 为 群 G 的 元 素 , 则 有 下 面 的 结论 ， 


(1) 若 g 是 n 阶 元 素 , 则 对 每 个 正 整 数 mm,g”" 的 阶 是 一 < 一 


Cmn) 
(2) 若 gh 二 hg,g,h 的 阶 分 别 为 n,m, 且 (m,n) 二 1, 则 gh 的 阶 是 nm. 
证 明 (1) 设 g” 的 阶 是 &, 则 (g”")*= 二 g™*==e, 由 性 质 2. 1.6 可 得 : 


n|mk, 
从 而 
n 7 
m,n) | (m,n) ， 
而 
(mi) 
因此 
n 
m,n) | “ 
又 
(g")mT—gri=(g") me, 
故 
[ee 
所 以 
一 


Cast 
(2) 设 gh 的 阶 为 , 则 有 
(gh)™ =g™h”™=e, 
故 有 | az。 
考虑 群 S 二 《<g) 门 《4), 设 S 的 阶 为 r. 因为 SCCh), 由 Lagrange 定理 (定理 2. 3.5) 可 
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得 r|m. 
又 因为 SC《g, 同 理 可 知 >|m”, 故 >| (m,n), 因 此 7 二 1. 这 表明 
《g) (Th)= {e}, 
又 gh 的 阶 为 &, 故 
(gh)*= gth*=e, 


从 而 
g=(h Eg (hh = {ee}. 
于 是 
ml|k, 
同 理 
及 一 (8 ECMN eg)= (e}, 
故 
nlk, 
因为 (m,n) 二 1, 所 以 
mnlk, 


从 而 &= 二 mn. 
我 们 知道 ,循环 群 的 阶 与 其 生成 元 的 阶 相同 ,再 由 定理 2. 4. 3, 不 难得 到 下 面 结论 . 
定理 2.4.4 设 G=(a) 是 循环 群 . 
(1) 车 G 是 无 限 阶 群 , 则 它 的 生成 元 只 有 两 个 a 和 a 1. 
(2) 若 G 是 n 阶 群 , 则 它 有 p(n) 个 生成 元 . 对 于 每 个 不 超过 nn 且 与 n 互 素 的 正 整数 
r,@’ 都 是 G 的 生成 元 . 
定理 2.4.5 设 G=(a) 是 循环 群 , 则 
(1) G 的 子 群 也 是 循环 群 ; 
(2) 如 果 G 是 无 限 循环 群 ,除了 {e) 以 外 ,G 的 其 他 子 群 都 是 无 限 循环 群 ; 
(3) 如 果 G 是 n 阶 循环 群 ,那么 对 于 的 每 个 正 因 子 +,G 有 且 只 有 一 个 > 阶 循环 群 . 
证 明 (1) 设 G, 是 G 的 子 群 , 令 
k=min{mE Zt+ arEG }, 
下 面 我 们 证 明 C, = 《a*》. 
事实 上 《a*) 忆 G1. 又 任 取 a "EG, 其 中 rE21, 则 7 之 k. 设 
7 一 1 十 5,0 妇 5<R， 
如 果 :天 0, 则 ar 一 ao。wEG ,而 EGG , 故 
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a 二 (a*)! . a’ EO, 


与 上 & 的 选取 矛盾 . 
因此 s=0, 所 以 r= 二 nk. 因此 arE 《a*), 故 
GSCSla'>, 
因此 G, = (a*》. 


(2) 设 G 是 无 限 循 环 群 , 于 是 它 的 子 群 . 如 果 五 关 {e), 即 日 中 存在 非 单 位 元 的 元 
素 , 设 必 是 互 中 最 小 正方 赛 元 .由 (1) 的 证 明 得 知 , 互 天" >. 假设 日 的 阶 是 1, 则 a” 的 
阶 也 是 志 , 即 有 

(a”)'=a™ =e. 
这 与 a 是 无 限 阶 元 相 矛 盾 . 
(3) 设 G==(a) 是 nn 阶 循环 群 ,对 于 的 正 因子 4, 易 见 
H= (a™<)»》 
是 G 的 d 阶 子 群 .下 面 证 明 唯 一 性 . 
假设 K= (a”") 也 是 G 的 a 阶 子 群 ,其 中 a" 是 KK 中 最 小 正方 罕 元 . 则 (a") 一 e, 再 由 
性 质 2.1.6, 得 到 nlma, 从 而 
如 |m. 
令 mm 一 六 4， 其 中 ! 是 整数 , 则 有 
a”"=at'=(a#) EH. 
从 而 证 明了 KESEH. 
又 由 于 KK 和 可 都 是 4 阶 群 ,因此 K== 了 H. 

从 这 个 定理 得 出 ,对 于 n 阶 循环 群 ,只 要 找 出 n 的 所 有 正 因子 ,就 可 以 求 出 它 的 所 有 
子 群 . 

例 2.4.3 求 下 述 循环 群 G 的 所 有 子 群 和 所 有 生成 元 ， 

(1) G=〈a)? 为 无 限 循环 群 ; 

(2) G 为 模 15 剩余 类 加 和 群 Zu; 

(3) CG 为 12 阶 循环 群 (a)， 

解 (1) G 的 生成 元 为 a,a 1， 

子 群 为 

(ey={e} 

(a)={a '}=G 
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(ai)={a i)}={ea i,at?i ,a ,), i€EZ 

(2) 小 于 15 并 与 15 互 素 的 正 整 数 是 1,2,4,7,8,11,13,14. 
Zis 的 生成 元 是 :1,2,4,7,8,11,13,14. 

15 的 正 因子 是 1,3,5,15. 所 以 Zis 的 4 个 子 群 为 

1 阶 子 群 ([0])=={[0]}); 

3 阶 子 群 (L5j]) 二 {5[0j],[L5j,[10j); 

5 阶 子 群 (L3])=={[0],[3j,[6j,[9],[12]}; 

15 阶 子 群 为 2Z1;. 

(3) 与 12 互 素 的 元 为 1,5,7,11. 所 以 G 的 生成 元 为 a ,a ya aa， 
12 的 正 因子 是 1,2,3,4,6,12. 所 以 G 的 6 个子 群 为 

1 阶 子 群 (e》 二 {e}; 

2 阶 子 群 (a > 一 {eyas); 

3 阶 子 群 人 ad > 一 (ea ,as}); 

4 阶 子 群 为 《as > 一 {eyaiyas as); 

6 阶 子 群 为 《az > 一 {eyaz yatyasyas ,alo); 

12 阶 子 群 为 G. 


2.5 正规 子 群 , 商 群 与 同 态 定 理 


正规 子 群 对 刻画 群 的 性 质 起 着 重要 作用 . 群 关 于 其 正规 子 群 的 陪 集 全 体 也 构成 群 ， 
即 商 群 . 进一步 ,我 们 研究 群 和 其 商 群 的 关系 . 


2.5.1 正规 子 群 


定义 2.5.1 群 G 的 子 群 N 称 为 G 的 正规 子 群 ( 或 不 变 子 群 ) ,如 果 VaEG， 
aN= Na, 
此 时 称 aN (Na) 为 N 的 一 个 陪 集 , 车 N 是 G 的 正规 子 群 , 记 为 N4G. 
值得 注意 的 是 这 里 aN 二 Na, 是 指 两 个 集合 相等 ,并 不 是 YnE€ N, 有 an 一 na， 
例如 :G 和 {e} 都 是 G 的 正规 子 群 ,C(G)== {gE€G|l YaEG,ag 二 ga}) 是 G 的 正规 子 
群 ,Abel 群 的 任意 子 群 都 是 正规 子 群 . 
定理 2.5.1 设 互 是 群 G 的 子 群 , 则 下 列 条 件 等 价 : 
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(1) HAG:; 

(2) gHg '=H,YVgE€G; 

(3) gHgs H=gig: H,Vgi,g: ECG. 

证 明 (1) 访 (2). 已 知人 有 4G, 即 Vg€EG,gH 一 Hg, 于 是 Vg€G， 

(gH)g '=(Hg)g '~H(gg ')=H. 
(2) 过 (3). 已 知 Vg€EG,gHg 一 H. 于 是 VY gi,g:€G， 
gig: H= (gie)gs: HEg1 Hg H. 
又 任 取 hi ,hs€H， 
gihigzhs—gig2 (gz higz )hs, 

因为 gz' 瓦 gz 一 瓦 ， 

故 (gz 1higz)hs€ 及 ,从 而 
gihigzhz € gig2 H, 

Bg Hg: HCgig: H, 因 此 gig: H= gi Hg:H. 

(3) 之 (1). 已 知 V gi,82: EG,g1HgsHH 一 ggzHH. 于 是 

VgEG,hAEH,eHgH= HgH=egH=gH, 

hg=hgeE HgH=gH, 故 HgCgH. 
同 理 Hg Cg !'!H, 即 gHCHeg， 
故 gH 二 Hg,H4G. 

定义 2.5.2 若 群 G 没 有 非 平凡 的 正规 子 群 , 则 称 G 为 单 群 . 

素数 阶 的 群 一 定 是 单 群 ,A, (n 之 5 ) 是 非 Abel 单 群 ( 证 明 略 去 ). 有 限 单 群 是 群 论 的 一 
个 重要 研究 内 容 , 最 基本 的 问题 是 有 限 单 群 的 分 类 , 即 在 同 构 意 义 下 有 多 少 类 有 限 单 群 ， 
这 个 问题 直到 20 世纪 80 年 代 才 得 以 解决 . 


2.5.2 商 群 


设 NN 为 G 的 正规 子 群 ,N 的 全 体 陪 集 构成 的 集合 为 S. 在 S 中 定义 运算 
aN « bN= (ab)N. 
首先 证 明 这 是 S 的 代数 运算 , 即 运算 结果 与 陪 集 的 代表 元 无 关 , 亦 即 若 wa N 一 az N， 
LN=6 N, 则 (Cab )N= (arp )N. 
事实 上 ,由 aN 二 as NN,bN 一 02N, 可 知 a7!las 一 mm EN,0716, 一 n; EN, 因 此 
(a1b01) (asb;s ) 一 Da asbs— nb; nb,. 

因为 N 为 G 的 正规 子 群 ,由 定理 2.5. 1 可 知 ,bz!Nb; 二 NN, 所 以 

Cab) (azsbs)—=bi allasbs—nbs nb EN, 
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故 ap N 一 arp 和. 
在 S 中 定义 了 上 述 代数 运算 后 ,可 验证 S 关于 该 运算 构成 群 . 
首先 ,S 对 该 运算 封闭 ;其 次 Ya,b,cEG， 
(aNbN)eN= (ab)NeN=[ (abe]N, 
aN(bNceN)=aN(beN)= [a(be) JN. 
因为 (ab)c = 二 a (bc), 故 该 运算 适合 结合 律 . 
S 中 的 元 eN 二 N, 而 Ya€EG, (aN)N 一 aN,N(aN) 二 aN, 即 NN 是 单位 元 . 
VaNES,a IN 是 aN 的 逆 元 ,这 是 因为 
aNa N= (aa !)N=N, 
(a !'N) (aN)= (a la)N=N. 
总 之 ,S 关于 上 述 运算 构成 群 . 
定义 2.5.3 设 NN 是 G 的 正规 子 群 ,N 的 全 体 陪 集 关 于 运算 
(aN) (bEN)= (ab)N 
构成 一 个 群 , 称 为 G 对 的 商 群 , 记 为 ,G/N. 


2.5.3 群 同 态 定理 


定理 2.5.2 群 G 同 它 的 每 一 个 商 群 G/N 同 态 ( 即 存 在 群 G 到 G/N 的 满 同 态 映 
射 ). 
证 明 定义 映射 f/:G->G/N 为 
f(g)=gN, Veg€G. 
显然 /是 从 G 到 G/N 的 满 射 , 旦 
f(gg8)—=gg N=—gi Ngee N= /f(g1)f (8g:), 
即 f 是 同 态 映 射 . 
上 述 从 G 到 G/N 的 同 态 映 射 称 为 自然 同 态 ,一 般 记 为 x, 有 
rn(g)=gN, VgE€EG. 
定义 2.5.4 设 f 是 从 群 G, 到 群 Cs 的 同 态 ,G, 的 单位 元 ez 在 了 之 下 的 所 有 原 象 
的 集合 称 为 f 的 核 , 记 为 Ker(f), 即 
Ker(f)={ala€EG, f(a)=e,}. 
定理 2.5.3 〈 群 同 态 基本 定理 ) 设 f 是 从 群 G 到 群 G 的 同 态 满 射 , 则 


(1) Ker(f) dG:; 
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(2) GVKer( 亡 兰 G. 

证 明 (1) 由 核 的 定义 ,Ker(/) 二 {gE€GIf(g) 一 8,& 是 6G 的 单位 元 ). 

因为 f(e) 二 6,e 为 G 的 单位 元 , 即 eEKer( 户 .这 说 明 Ker( 让 是非 空 集合 . 

Vaisg82 E Ker(f),f (ggi')—=f(g1)f (gi')=f (gi)[Lf(g:)] = 一 6 一 6, 即 有 
B182 1 EKer(f), 故 Ker(f) 是 G 的 子 群 . 

任 取 nE€E Ker(f),YVa€G， 

flana ')=f(a)f (n)f (a ')=f(a)f la!')=f(aa ')=f(e)= 6, 

即 aaa EKer(f), 所 以 aKer(f)a 'CKer(f). 

同 理 有 a 'Ker(f)aCKer(f), Ker(f)CaKer(f)a 'CKer(f). 

因此 aKer(f)a “一 Ker(CF) ,这 说 明 Ker(f) 是 G 的 正规 子 群 . 


(2) 定义 映射 B:G/Ker(f) 一 G 为 
BlgN)=/f(g), VgEG. (ec Ker(f)=N) 

先 说 明 上 述 是 从 G/N 到 G 的 映射 , 即 与 陪 集 gN 的 代表 元 无 关 . 

事实 上 , 若 gJN==goN, 则 gi'gs EN,f(gi'iga)= 二 f(gr')f (gs)=[f(8)]!f 
(g2) 王 28 二 2, 因 此 f(gi) 二 f(gs), 故 名 是 从 G/N 到 G 的 映射 . 

因为 /是 满 射 ,所 以 G 二 了 (G), 从 而 B 是 满 射 ; 若 BCg1N) 二 BCgzN), 则 f(g1)= 
f(g2z) ,f(gi'g1) 一 2 ,gi!'gzEN, 故 g1N 二 gzN. 总 之 是 从 G/N 到 G 的 一 一 映射 . 

最 后 证 明 @ 是 同 态 映射 , Y gi,g; EG， 

Blg1Nes N)—=@B(giga N)—=f(gig2)=f(g1)f (gs)=B(gN)G (gs N). 

定理 2. 5. 2 和 定理 2. 5. 3 说明, 群 G 与 它 的 任意 商 群 同 态 , 且 只 能 与 它 的 商 群 同 态 . 
一 般 来 说 , 群 G 的 同 态 象 f(G) 与 G 并 不 完全 相同 ,但 f(G) 却 与 G 的 某 个 商 群 G/N 在 
辐 构 意 义 下 完全 相同 . 

定理 2,5.4 设 群 G: 与 群 C: 同 态 ( 即 存在 从 G1 到 G: 的 同 态 满 射 f) , 则 在 这 个 同 
态 满 射 了 之 下 ， 

(1) G 的 子 群 H; 的 象 FCHi ) 是 Gz 的 子 群 ; 

(2) Ci 的 正规 子 群 Ni 的 象 f(N,) 是 Gs 的 正规 子 群 ; 

(3) Cs 的 子 群 妃 , 的 原 象 Hi 是 Ci 的 子 群 ; 

《4) Ca 的 正规 子 群 互 : 的 原 象 Ni 是 Ci 的 正规 子 群 . 


证 明 (1) 显然 /A(H) 二 {f(a) ja€ Hi}) 是 群 Gs 二 了 f(G,) 的 非 空 子 集 . 
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任 取 f(a),f(5)E (CH), 其 中 a,6E Hi. 因 为 Hi 是 Gi 的 子 群 ,所 以 ab 1E 万 .于 
是 Fa)[ Fo)]-=Fa) CD)=FGao ET 大 ,因此 fC(H,) 是 Gs 二 f(G) 的 子 群 . 
(2) 由 (1) 已 知 f(Ni) 是 Gs 二 (G1) 的 子 群 . 任 取 f(a) EG 二 f(G1), 其 中 4EG. 
因为 Ni 是 G, 的 正规 子 群 ,所 以 aNi 二 Nia. 于 是 
Fa) FN)= f(aNi)=f(Nia)=f(Ni) fa), 
所 以 fCN1) 是 G, 一 f(G) 的 正规 子 群 . 
(3) 显然 Hi 二 {aE Gi |f(a)€ HH;}) 是 群 G, 的 非 空子 集 . 
任 取 a,5E i, 则 f(a),，f(5)E Hi. 因 为 Hi 是 Gi 的 子 群 ,所 以 
fAWLfO)] = fa) fb )= fab ') EH,. 
于 是 ab '€ Hi, 因 此 Hi 是 Gi 的 子 群 . 
(4) 由 (3) 已 知 N 是 G 的 子 群 . 任 取 a€G, 因 为 N; 是 G: = FCG ) 的 正规 子 群 ， 
所 以 
Fa)Na [Fa)] = Fa)Na fla !)= N,. 
于 是 Vm ENiI,fla fon)fla!)=f(ama EN 因此 ama-ENi, 即 aNia 
CNi, 同 理 可 证 a !NiaCNi, 即 Ni1CaNia!, 所 以 aNa ! 二 Ni,Ni 是 G 的 正规 
子 群 . 


2.6” 群 在 集合 上 的 作用 


考虑 同 态 是 研究 群 之 间 关 系 的 基本 手段 . 为 了 研究 一 个 群 G, 我 们 希望 有 一 些 理想 
的 “样板 ” 群 作为 标准 ,然后 通过 研究 群 G 到 样板 群 的 各 种 同 态 来 把 握 G 的 特性 . 变换 群 
是 一 类 理想 的 样板 群 . 一 个 群 C 到 变换 群 的 同 态 叫做 G 的 置换 表示 ,本 节 的 目的 是 介绍 
群 的 置换 表示 理论 的 一 些 基本 知识 . 

定义 2.6.1 设 X 是 一 个 非 空 集合 ,SCX) 是 X 上 的 全 变换 群 ( 即 X 的 全 体 一 一 变 
换 构 成 的 群 ). 群 G 到 SC(X) 的 每 个 同 态 f:G->SC(X) 称 为 群 G 在 集合 X 上 的 一 个 置换 表 
示 . 如 果 f 是 单 同 态 , 则 称 f 是 忠实 表示 . 

如 果 f 是 群 G 的 一 个 置换 表示 , 则 群 G 借助 于 /作用 在 集合 X 上 ,也 就 是 说 ,元 素 
gsEG 在 集合 X 上 的 作用 看 成 是 置换 f(g). YaE XX, 定 义 g(a)= 二 f(g)(a), 若 是 忠实 
表示 , 群 G 借助 于 了 作用 在 集合 关上 , 则 当 且 仅 当 g==e 时 , 才 有 VxEX,g(z) 二 zx. 此 时 
称 G 在 X 上 的 作用 是 有 效 的 . 
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例 2.6.1 设 G 是 群 , 取 X=G, 作 如 下 映射 p:G 一 S$S(G), 使 得 p(g)(a) 二 ga, Vg， 
aEG, 也 就 是 说 ,对 于 gEG,plg) 是 集合 G 上 如 下 的 一 一 变换 ; 它 将 G 的 每 个 元 素 a 变 
成 ga( 由 群 G 上 的 消去 律 可 知 p (lg) 是 G 上 的 一 一 变换 ). 由 于 [pl(gi)p(gz)](a) 王 
plg1)[p(g2) (a)1=p(g1) (gza) 王 gigz4 一 p(g182)(4), 因 此 p 是 群 的 同 态 , 因 此 pp 是 
群 G 在 集合 G 上 的 一 个 置换 表示 , 称 为 群 G 的 左 正则 表示 . 

gERKer(p)OYVaEG,g(a)=ga 一 a; 故 g 二 e, 因 此 jp 是 单 同 态 , 左 正则 表示 是 忠实 
的 , 群 G 借助 于 左 正则 表示 p 作用 在 集合 G 上 ,相当 于 是 Vg,xEG,g (zx) 二 gx, 这 种 作 
用 称 为 左 平移 作用 . 

类 似 ,r:G 一 S(G),r(g) (a) 二 ag -1 VgaEG, 则 r 也 是 群 G 在 集合 G 上 的 一 个 置 
换 表 示 , 称 为 群 G 的 右 正则 表示 . 群 G 借助 于 右 正则 表示 作用 在 集合 G 上 ,相当 于 是 
Yg,zEG,sg(Cr)= 一 Ig ! ,这 种 作用 称 为 右 平移 作用 . 

例 2.6.2 设 互 为 群 G 的 子 群 , 取 X 为 昌 在 G 中 全 体 左 陪 集 的 集合 .定义 p:G 一 
S(X) 如 下 : VgEG,o(g) (a 日 ) 一 gaH,YaHEX. 也 就 是 说 ,对 于 gEG,plg) 是 集合 X 
上 如 下 的 对 应 关系 : 它 将 X 的 每 个 元 素 a 日 变 成 gaH. 

(1) 首先 验证 o(C8) 是 和 上 的 一 一 变换 ， 

首先 , 任 取 ai,as ECG, 若 w 歼 一 as 万 ,由 性 质 1.4.2 可 知 aiiasE 再 ,于 是 (gai) ! 
《gaz) 一 al la 所 五 ,由 性 质 1.4.2 得 galH 二 gasH. 这 说 明 o(g) 与 左 陪 集 的 代表 元 无 关 ， 
是 X 上 的 变换 ， 

其 次 , VaHEX,olg)(g-!'a 日 ) 二 aH, 即 p(g) 是 满 射 ; YalyarEG, 若 gaiH 二 
gQz 及 , 则 (ga1) 1(gas) 二 ai'azs EE 日, 于 是 ai 互 二 0 万 , 即 o(Cg) 是 单 射 . 总 之 pl(g) 是 X 
上 的 一 一 变换 . 

(2) 由 于 YaHE€EX， 

[pl(gi)plgz) I(aH)=p(gi)Lo(gz) (aH)J=p(gi) (graH)= gg2aH=p(gigz) (af), 
即 plgi)p(g8: ) 二 p(g8182:)，V 81,82: EG, 因 此 p 是 群 的 同 态 . 

由 (1)、(2) 可 知 p 是 群 G 在 集合 X 上 的 一 个 置换 表示 . 群 G 借助 于 pe 作用 在 集合 X 
上 ,相当 于 是 VgEG,VaHE€EX,g (aH) 二 gaH. 当 万 = (e} 时 ,这 个 作用 恰好 是 G 在 G 
上 的 左 平移 作用 . 

例 2.6.3 设 CG 是 一 个 群 , 取 X=G, 定 义 p:G 一 S(GC) 如 下 :VsgEG,o(8)(Cz) 一 
g8X8 !，，YXEG. 也 就 是 说 ,对 于 gEG,plg) 是 集合 G 上 如 下 的 一 一 变换 : 它 将 G 的 每 个 
元 素 z 变 成 gxg !'( 由 群 G 上 的 消去 律 可 知 p(g) 是 G 上 的 一 一 变换 ). 又 
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[plgi )olg2) 1 (x)=p(g1) [po(g2) (x) =p(g1) (grg2" ) 
=—=pg1 (gxg7')g8i! (gig (gi1g2) =p(g1gs) (7x) 
即 ol(gi)po(g2)—=po(g182)»,V B18 EG. 

因此 o 是 群 的 同 态 ,从 而 op 是 群 G 在 集合 G 上 的 一 个 置换 表示 . 群 G 借助 于 po 作用 
在 集合 G 上 ,相当 于 是 Vg€G,g (zx) 二 grg ',，YxEG. 这 种 作用 称 为 群 G 在 集合 G 上 
的 伴随 作用 . 

定义 2.6.2 设 群 G 作用 在 集合 X 上 , Yx €E X, 称 X 中 的 子 集 0, = 
{g(xz)|gEG}) 为 z 的 轨道 . 

下 面 证 明 ;O,= 二 O, 或 0, 门 0, 二 BB,Yx,yEG. 这 说 明 X= U0: 是 集合 的 一 个 
分 划 . 

证 明 在 久 中 定义 关系 R;VYVz,yEX,xRy 久 IJgEG;, 使 y=g(z), 则 VzxEX， 
XRz; YX,yEX, 若 xRy, 即 3g€EG, 使 y 二 g(xz), 则 

g "(yy)=g [g(x)J]=(g 'g) (rx)=e(x)=z, 

因此 yRz;Yzx,y,zEX, 若 ZzRy,yRz, 即 gi,g2EG, 使 y=gi (zx),z 二 gz (y), 则 之 
一 gz[L8i(Cz)]= 一 (gg )(z)， 因 此 xzRz, 这 说 明 尺 是 X 中 的 等 价 关 系 ,O, 正好 是 x 所 在 
的 等 价 类 .因此 Y z,yEG,O-=O, 或 0, 门 0,=g. 

定义 2.6.3 设 群 G 作用 在 集合 X 上 , 则 YVzEX,G-={(gEGlg(Cz)=z) 是 G 的 一 
个 子 群 , 称 为 元 素 a 的 固定 子 群 (或 迷 向 子 群 ). 

定理 2. 6. 1 轨道 公式 ) 设 有 限 群 G 作用 在 集合 X 上 , 则 YzxE€EX,16G|= 
1G- | 1o0. |. 

证 明 VzExX, 作 G 对 子 群 G, 的 陪 集 分 解 ,G= giG: U giG; UU … Ug,G: ,n= 
LG:G,]. 令 gi (x) 二 zi,1 仿 in. 对 每 个 gEG, 有 了 唯一 的 ;1 委 i 魏 2) ,使 得 gEgG。 令 8 
=gh,hEG, 则 g(x)= (gh)r=g[h(r)]=g; (rz)=zi, Ti=TXOB (LT) = gj (7z)O 
gi [g(x) |=rOg7 gEGOgG: = gCG Oi=I. 从 而 zz xz 两 两 相 异 ,O, 二 
IG| 
1G-| 

定义 2.6.4 设 G 是 一 个 群 ,gEG,sg 在 伴随 作用 下 的 轨道 D.= {age- jeEG) 称 为 
以 g 为 代表 的 共 轿 类 . 车 hE O, , 则 称 疡 与 8 共 斩 ( 即 存在 acEG, 使 一 aga-:)， 


(zz yz ) 是 2 元 集合 . 即 |0. | 二 n==[G:G,]= 


2.7” Sylow 子 群 


Sylow 子 群 是 有 限 群 理论 的 重要 内 容 , 它 在 群 的 结构 研究 中 有 重要 的 应 用 . 建立 Sy- 
。38 。 


第 2 章 群 


low 子 群 理论 的 途径 是 多 样 的 ,其 中 之 一 是 采用 群 在 集合 上 的 作用 来 建立 这 些 理论 . 本 节 
不 加 证 明 地 给 出 这 些 理论 及 其 简单 应 用 . 

设 G 是 有 限 群 ,a€ G. 分别 用 符号 |G| 和 |a| 来 表示 G 的 阶 及 元 素 a 的 阶 ( 也 称 为 a 
的 周期 ). 由 Lagrange 定理 可 知 ,对 群 的 任 一 子 群 瓦 ,有 | 互 | 整除 1G|. 反 过 来 的 逆 命 题 
是 不 成 立 的 ,但 有 下 面 的 结论 . 

定理 2.7.1 设 G 是 有 限 群 ,p 是 素数 ,p 整除 |G|. 则 G 中 存在 元 素 a, 使 |a|=p. 

由 定理 2.7.1 可 知 , 当 素数 pp 整除 |G| 时 ,G 中 存在 阶 数 为 p 的 子 群 . 进一步 ,可 以 给 
出 下 面 的 概念 和 结论 . 

定义 2.7.1 设 G 是 有 限 群 ,p 是 素数 .1G|= 二 prm,(p,m) 二 1. 称 G 的 阶 数 为 p' 的 
子 群 为 G 的 Sylow p- 子 群 . 

下 面 介 绍 两 个 定理 . 

定理 2.7.2 设 G 是 一 个 阶 为 p'm 的 群 ,其 中 p 为 素数 ,1€ 2Z1,《p,m) 二 1. 则 对 任 
何 &<LAkE2Z1+),G 中 必 有 p* 阶 子 群 . 

定理 2.7.3 设 G 是 一 个 阶 为 p'm 的 群 ,其 中 为 素数 ,1€ Zt ,(p,m) 王 1. 如果 G 
中 Sylow pp- 子 群 的 个 数 为 &， 则 : 

(1) kl|m,k=1(mod p); 

(2) 当 且 仅 当 =1 时 ,G 的 Sylow p- 子 群 P 满足 P4G. 

下 面 举 例 说 明 上 面 定理 的 应 用 . 

例 2.7.1 设 1G|==15. 因为 15=3X5,G 的 Sylow rr 子 群 (p 二 3) 的 个 数 & 二 3l 十 1， 
且 |15, 故 二 1.G 的 Sylow p- 子 群 (p= 二 5) 的 个 数 二 5L 十 1, 且 ks |15, 故 = 二 1. 即 G 
含有 两 个 正规 子 群 Cs ,Cs (C。 表示 n 阶 循环 群 ). 于 是 G= Cs XCs. 因此 从 同 构 的 意义 来 
说 , 阶 数 为 15 的 群 只 有 一 个 ,就 是 15 阶 循环 群 . 

例 2.7.2 求证 :148 阶 群 G 不 是 单 群 . 

证 明 148 王 2 X37, 故 G 中 有 Sylow p- 子 群 (p 二 37), 其 个 数 ks 二 37l 十 1, 且 ks1 
1148. 因此 &s1 二 1, 即 G 只 有 一 个 37 阶 子 群 , 它 是 正规 子 群 , 故 G 不 是 单 群 . 


2.8* 有 限 Abel 群 的 结构 


2.8.1 群 的 直 积 


定义 2.8.1 设 Cl ,Gs 是 群 ,集合 GXG:, 关于 乘法 (a ,a2) (61 ,0b2) = (ab ,azpa ) 构 
全 39 . 
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成 群 (请 读者 自行 验证 ) , 称 之 为 G1 ,Gs 的 直 积 , 记 为 G XG. 

设 Ci ,Gz 的 单位 元 分 别 为 e1 ,ez, 则 Ci XGs 的 单位 元 为 (el,ez), (ap) 的 逆 元 为 
(ae ,01 当 GG: 均 为 有 限 群 时 ,G, XG, 也 是 有 限 群 , 且 |GXxG:|=|1G | 1G:|. 当 
G1 ,Gs 都 是 Abel 群 时 ,G1 X Gs 也 是 Abel 群 . 

类 似 可 定义 4 个 群 G1 ,Gs,…,G, 的 直 积 G1 XGX… XG,. 

例 2.8.1 设 C, 表示 nn 阶 循环 群 , 则 C, X Cs =Ci. 因为 C;XC; 是 15 阶 群 ,只 需 证 
明 Cs XCs 中 存在 阶 为 15 的 元 素 即 可 . 设 CG; 二 (a),C; 二 (5), 则 (a,5) 的 阶 满 足 &|15， 
易 见 上 天 1,3,5, 故 有 一 15. 

一 般 的 , 设 p,q 是 互 异 的 素数 ,类似 可 证 C, x C,=Cu .读者 可 进一步 证 明 ; 若 正 整数 
r,s 互 素 , 则 C, XC 二 CG;. 


2.8.2 有 限 Abel 群 的 结构 


定理 2.8.1 设 G 是 有 限 Abel 群 ,|G|=ptp,…,p% ,其 中 pi,ps，…,p, 是 两 两 
不 同 的 素数 ,& ,ks ,…,k, 是 正 整数 . 则 G 一 S, XS X…X5S。 ,其 中 S, 是 G 的 Sylow p. 
子 群 ,1 委 ; 委 7. 

定义 2.8.2 如果 群 G 中 不 存在 真子 群 G ,G; ,使 G=G XG;, 则 称 群 G 是 不 可 分 解 的 . 
进一步 ,有 下 面 的 结论 . 

定理 2.8.2 (初等 因子 定理 ) 任 一 有 限 Abel 群 GC(G 关 {e}) 均 可 表 为 不 可 分 解 群 的 
直 积 :G 二 G1 XG X… XG,(x), 其 中 G; 是 阶 数 为 索 数 短 pr 的 循环 群 . 称 {ps ,py ，…， 
pr) 为 分 解 (x* ) 的 初等 因子 组 . 著 G 另 有 性 质 相 同 的 分 解 G= 二 KX KX… XK,, 其 中 
K, 关 (le}(1 二 i 全 7) 是 阶 数 为 素数 突 gh 的 循环 群 , 则 7 二 s, (ph, pg,… ,ps) 二 (gh ， 
gg ,*** ,gr }. 

由 此 可 见 , 两 个 有 限 Abel 群 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 初等 因子 组 . 

例 2.8.2 列举 所 有 的 8 阶 Abel 群 . 

解 ” 因 为 8 二 2 , 故 初 等 因子 组 有 以 下 几 种 可 能 :12:); (2 ,2}; (2,2,2) .可见 8 阶 群 
从 同 构 的 意义 来 看 只 有 三 个 :Cs ;Ci X C2;Co XC XC,. 

例 2.8.3 列举 所 有 的 36 阶 Abel 群 . 

解 ” 因 为 36 二 2: XxX3, 故 初等 因子 组 有 以 下 几 种 可 能 : {2? ,3:); (2,2,32); (22，3,3)) 
人 2,2,3,3}. 可 见 36 阶 群 从 同 构 的 意义 来 看 只 有 四 个 ;Cs ;Cs X Cis ;Cs X Ciz ;Cs X Cs. 

定理 2.8.3 (不 变 因 子 定理 ) 任 一 有 限 Abel 群 均 可 表 为 循环 群 的 直 积 :G= H, X 
甩 ; X… XX 有,(x x*), 其 中 日 ; 关 {e} (1 志 i 忆 7) 是 循环 群 ,其 阶 数 hh 具有 性 质 h;|h,yj (1 声 
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i 一 1). (hi ,hz ,… ,hh,} 称 为 分 解 ( x * ) 的 不 变 因 子 组. 若 G 另 有 性 质 相 同 的 分 解 G 一 
Ki X KX…XK,, 其 中 K, 关 {e}(1&is) 是 阶 循 环 群 , 目 & | As 委 i 委 "一 D) , 则 > 一 
sski—=h(lRier). 

由 此 可 见 :两 个 有 限 群 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 不 变 因子 组 . 

例 2.8.4 设 上 为 素数 , 则 p'* 阶 Abel 群 的 初等 因子 组 有 以 下 几 种 可 能 :{z);{zs， 
Pp);{p ,Pp );{P* ,pp};{p,p,p,pP}. 从 同 构 的 意义 来 看 p* 阶 Abel 群 有 5 个 ;Cy ;Cy Xx 
C, ;Cy XCp ;Cp XC, XC,;Cs XC, XC,XC,. 因此 p! 阶 Abel 群 的 不 变 因 子 组 为 {p' )， 
(pp }s(p pr} (pp Pp };{p,p,p,p)}. 

例 2.8.5 由 例 2.8.3 已 知 36 阶 Abel 群 从 同 构 的 意义 来 看 只 有 四 个 :Css ;CX Ce; 
Cs X Cz;Cs XCs. 因此 36 阶 Abel 群 的 不 变 因子 组 为 : (36);{2,18); {3,12);{6,6). 


2.9 和 群 在 密码 体制 中 的 应 用 


信息 安全 是 信息 时 代 最 为 关注 的 问题 之 一 ,密码 学 是 信息 安全 的 核心 技术 . 密码 学 
的 加 密 体 制 按 密 钥 的 特性 分 为 私 钥 密 码 (对 称 密码 ) 体 制 和 公 钥 密码 ( 非 对 称 密码 ) 体 制 . 

公 钥 密码 算法 是 以 非 对 称 的 形式 使 用 两 个 密 钥 ,两 个 密 乌 的 使 用 对 保密 性 、 密 钥 分 
配 .认证 等 都 有 着 深刻 的 意义 . 1976 年 W. Diffie 和 M. Hellman 提出 了 公 钥 密码 系统 的 
观点 ,在 1977 年 Rivest,Shamir,Adleman 给 出 了 第 一 个 比较 完善 的 公 钥 密码 算法 ,这 就 
是 著名 的 RSA 算法 . 它 的 特点 是 采用 两 个 相关 密 钥 将 加 密 和 解密 分 开 , 它 的 安全 性 是 基 
于 分 解 大 整数 的 困难 性 . 

具体 的 算法 简 述 为 : 

(1) 密 钥 的 产生 

Q@ 选 两 个 保密 的 大 素数 p 和 g. 

四 计算 nn 一 pq,p(n) 二 (p 一 1)(g 一 1), 其 中 pm) 是 的 网 拉 应 数值 . 

@ 选 整 数 e, 满 足 1<e<p(n), 且 gcd(g(n),e)=1. 

图 计算 d, 满 足 de 二 1 (mod p(n)), 即 d 是 e 在 模 p(n) 下 的 乘法 北 元 , 因 e 与 p(n) 
互 素 , 它 的 乘法 逆 元 一 定 存在 ， 

以 {e,n}) 为 公开 密 铀 ,(d,p,gq } 为 秘密 密 铀 . 
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(2) 加 密 

首先 将 明文 比特 串 分 组 ,使 得 每 个 分 组 对 应 的 十 进 制 数 小 于 n, 即 分 组 长 度 小 于 
logz7。 

然后 对 每 个 明文 分 组 m, 作 加 密 运 算 : c 寺 m“ (mod 2). 

(3) 解密 

对 密 文 分 组 的 解密 运算 为 mc (mod 7). 

下 面 证 明 RSA 算法 中 解密 过 程 的 正确 性 . 

证 明 由 加 密 过 程 知 c 寺 mm (mod n) ,所 以 

cm ml "=m Wt (mod n) 
下 面 分 两 种 情况 : 
@ m 与 4 互 素 , 则 由 Euler 定理 得 
ml (mod n), mm”? (mod n), m*"t!l=m (mod n), 

即 cd = 加 (mod n). 

@ gcd(m,n) 关 1, 说 明 m 是 p 的 倍数 或 g 的 倍数 ,不 妨 设 m 王 tp, 其 中 :为 正 整数 . 
此 时 必 有 gcdlm,q) = 二 1, 否 则 m 也 是 g 的 倍数 ,从 而 是 pa 的 倍数 ,与 m 过 n= 二 pa 矛盾 .由 
gcd(m,9) 二 1 及 Euler 定理 得 mr?? 二 1] mod g, 所 以 

m= (mod gq) ,Lm*'? ] Sl (mod gqg),m*" =l1 (mod gq). 
因此 存在 整数 ,使 得 wm” 二 1 十 rq, 两边 同 乘 以 mm 一 万 得 
mmtl—mt+rtipg=m 二 rtn, 

即 m% 人 1 二 m (mod n), 所 以 ct 三 m (mod n). 

例 2.9.1 选 p==7,g==17. 求 nn 一 pXg 二 119,g(n) 二 (p 一 1)(g 一 1) 二 96., 

解 ” 取 e==5, 满 足 1<e<p(n), 且 gcd(gy(n),e) 二 1. 

确定 满足 d，e 一 1 (mod 96) 且 小 于 96 的 d, 因 为 77X5 二 385 二 4X96 十 1, 所 以 a 
为 77. 

因此 公开 钥 为 415,119} ,秘密 铀 为 {77,7,17}. 

设 明 文 m 二 19, 则 由 加 密 过 程 得 密 文 为 

c 汪 19’ 三 2476099 寺 66 (mod 119). 
解密 为 
66"7 二 19 (mod 119). 
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1. 设 R 表示 全 体 实 数 的 集合 ,R' 表示 全 体 非 零 实数 . 在 R* XR 中 定义 运算 如 下 : 
(ab) (cd) 二 (acyad+6),Y (ap (c,d)ER*' XR, 试 证 R* XR 是 群 . 

2. 令 0Q 是 任意 一 个 集合 ,G 是 一 个 群 ,0 是 Q 到 G 的 所 有 映射 的 集合 、 对 任意 两 个 
映射 f,g€E 0° ,定义 乘积 fg 是 这 样 的 映射 :Ya€E 0Q0,fg(a) 二 f(a)g (a)，, 试 证 0° 是 群 . 

3. 求证 : 群 G 的 全 体 自 同 构 关于 映射 的 合成 运算 构成 一 个 群 ( 记 为 AutG). 


4. 
5. 
6. 

奇数 . 
7. 


求证 : 若 群 G 的 每 一 个 元 素 都 适合 方程 x? 一 e, 则 G 是 Abel 群 . 
求证 :在 一 个 有 限 群 里 阶 大 于 2 的 元 素 的 个 数 一 定 是 偶数 . 
假设 G 是 一 个 阶 为 偶数 的 有 限 群 . 求证 :在 G 里 阶 等 于 2 的 元 素 的 个 数 一 定 是 


求证 : 一 个 有 限 群 的 每 一 个 元 素 的 阶 都 有 限 . ( 注 : 反 之 未 必 . 例 如, G== 


U {zlz"=1 }, 即 G 为 所 有 单位 根 的 集合 . G 是 无 限 群 ( 按 复数 的 乘法 ) ,但 G 中 每 一 个 
元 都 是 有 限 阶 的 . ) 


8. 
9. 


10. 
11. 
12., 


13. 


14. 
15. 


16. 


17., 


设 f;:G 一 日 是 群 的 同 态 ,g 是 G 的 一 个 有 限 阶 元 素 ,求证 : f(g) 的 阶 整除 g 的 阶 . 
求证 :有 理 数 加 法 群 Q 与 非 零 有 理 数 乘 法 群 Q* 不 同 构 . 
设 f(a) 二 a !',VaE€G. 求证 :f 是 群 G 的 自 同 构 当 和 且 仅 当 G 是 Abel 群 . 
假定 z+ 是 集合 A 的 一 个 非 一 一 变换 . 是 否 存在 zt 的 右 逆 元 tr ! ,使 得 rr :一 ida? 
求证 :一 个 变换 群 的 单位 元 一 定 是 恒 等 变换 . 
12345 12345 
确定 Ss 中 元 素 or,o lrcyo2z ,其 中 一 | | -| | 
23154 34152 
列 出 S; 的 群 表 ( 即 乘法 运算 表 ). 
将 oc 一 (456)(567)(761) 写 成 不 相交 的 轮换 的 乘积 . 
1 2 n 
讨论 置换 | 
n 11 一] … 1 
设 互 是 群 G 的 非 空子 集 , 且 互 的 每 一 个 元 的 阶 都 有 限 . 求证 ;五 构成 子 群 的 充 


| 和 机 个 性 


要 条 件 是 Va,b€E H,ab€ H. 


18. 


假定 一 是 群 G 的 元 素 间 的 一 个 等 价 关系 , 且 对 任意 的 a,x,x EG, 有 az 一 az' 可 
sa。 43 。 
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推出 z 一 二 求证 :与 G 的 单位 元 e 等 价 的 元 素 作 成 的 集合 是 G 的 一 个 子 群 . 

19. 设 G 为 Abel 群 ,mnE2+. 试 证 : 互 =(gEGIg" 一 e} 是 CG 的 子 群 . 

20. 设 A,B 是 群 G 的 两 个 子 群 . 求证 :AUB 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 ASB 或 了 SA. 
利用 这 个 事实 证 明 : 群 G 不 能 被 它 的 两 个 真子 群 所 覆盖 ( 即 表 为 两 个 真子 群 的 并 ). 

21. 设 A 是 群 G 的 子 群 ,求证 :VY gEG,g 'Ag 也 是 G 的 子 群 ( 称 为 A 的 共 绒 子 群 ). 

22. 设 M 是 群 G 的 子 集 , Ne (M) 一 (gE€EGlg 'Mg 一 M) ,求证 :Ne CM) 是 G 的 子 群 
( 称 为 M 的 正规 化 子 ). 

23. 设 A,B 是 群 G 的 两 个 子 集 , 若 存在 gEC, 使 gf 'Ag 一 B, 则 称 A 与 B 共 思 . 求 
证 :与 A 共 思 的 子 集 个 数 等 于 [LG: Ne (A)j. 

24. 设 G 为 群 , 对 每 个 元 素 gE€G, 定 义 fs:G>G,fs (Xx) 二 g ZE YZEG. 试 证 : 

(1) fs 是 G 的 自 同 构 ; 

(2) fs 是 恒 等 自 同 构 当 且 仅 当 gECC(G), 其 中 C(G)= 二 {gE€G|IYa€G,ag=ga). 

25. 设 G=(a),|G|==n, 求 证 :车 (r,n)= 二 1, 则 G= 《a')》， 

26. 设 G 是 循环 群 , 且 G 与 G 同 态 ( 即 存 在 从 G 到 G 的 满 同 态 ) ,求证 :G 也 是 循 


27. 设 G 是 无 限 阶 循环 群 ,G 是 任意 循环 群 ,证 明 G 与 G 同 态 ( 即 存在 从 G 到 G 的 满 


28. 找 出 模 12 的 剩余 类 加 群 的 所 有 子 群 . 

29. 求证 : 阶 是 素数 的 群 一 定 是 循环 群 . 

30. 求证 : 群 G 没有 非 平凡 子 群 的 充分 必要 条 件 是 G= {e} 或 G 是 素数 阶 循环 群 . 

31. 设 a 是 群 G 的 m 阶 元 素 , 则 a: 为 m 阶 元 素 的 充 要 条 件 是 (m,&) 二 1. 

32. 设 G 为 一 个 群 ,a,5EG,a,b 的 阶 分 别 为 m,n,ab 二 ba,《a) 门 (6) 二 {e). 求 证 ;ab 
的 阶 为 [m,nj(Lm,nj 为 m,n 的 最 小 公 倍 数 )， 

33. 写 出 S, 的 全 部 子 群 及 其 左 、 右 陪 集 ,并 指出 哪些 是 正规 子 群 . 

34. 设 群 G 的 正规 子 群 N 的 阶 是 2, 求证 :G 的 中 心包 含 NN. 

35. 求证 :指数 为 2 的 子 群 一 定 是 正规 子 群 . 

36. 设 互 是 G 的 子 群 ,N 是 G 的 正规 子 群 ,求证 :HN 是 G 的 子 群 . 

37. 设 M 是 群 G 的 子 群 ,N 是 M 的 子 群 . 

(1) 求证 : 若 N4dG, 则 NdAMi 


(2) 若 NdM,N 是 否 一 定 是 G 的 正规 子 群 ? 
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38， 
39. 
40. 


的 阶 . 


41. 
42. 


设 G 是 循环 群 ,N 是 G 的 子 群 ,证 明 :C/N 也 是 循环 群 . 
设 f:G 一 日 是 群 同 态 , 证 明 : 若 g 是 G 的 一 个 有 限 阶 元 素 , 则 f(g) 的 阶 整除 g 


设 群 G 与 群 G 同 态 ,N 是 G 的 正规 子 群 ,N 的 原 象 为 N ,求证 :G/N 实 G/N. 
设 G 和 G 分别 为 mm 阶 和 n 阶 的 循环 群 ,求证 :G 与 G 同 态 的 充 要 条 件 是 nl|m. 


* 45 。 


第 3 章 环 与 域 


环 是 带 有 两 个 特殊 代数 运算 的 集合 ,是 建立 在 群 上 的 一 个 代数 系统 . 环 的 许多 概念 
与 理论 是 群 的 相应 内 容 的 推广 . 但 由 于 比 群 多 了 一 个 代数 运算 , 它 涵盖 的 内 容 要 比 群 丰 
富 ,难度 也 更 大 . 域 是 一 个 特殊 的 环 , 它 包含 两 个 群 结构 . 现在 信息 及 计算 机 科学 中 所 涉 
及 的 运算 大 部 分 是 域 上 的 . 


3.1 环 的 基本 概念 及 性 质 


3.1.1 环 的 定义 


首先 给 出 环 的 定义 和 几 类 特殊 的 环 . 

定义 3.1.1 如 果 非 空 集合 尺 带 有 运算 十 和 “。 (分 别称 之 为 加 法 和 乘法 ) ,并且 满足 
下 列 条 件 : 

《1) R 对 加 法 做 成 交换 群 ， 

《2) R 对 于 乘法 是 封闭 的 并 且 满 足 结合 律 ; 

(3) 乘法 对 加 法 满足 左 、 右 分 配 律 . 即 对 Ya,65,cER 有 

ap 十 c) 一 ap 十 ac， (8 十 c)a 一 pa 十 ca. 

则 称 RR 是 一 个 环 . 

例 3.1.1 (1) 全 体 整数 的 集合 Z 对 于 普通 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 , 称 为 整数 环 . 

(2) 全 体 偶 数 的 集合 2Z 对 于 普通 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 . 

(3) 全 体 盖 阶 实 和 矩阵 对 于 矩阵 的 加 法 和 乘法 构成 环 . 

(4) 数 域 P 上 的 一 元 多 项 式 集合 PEzj 关 于 多 项 式 的 加 法 和 乘法 构成 环 , 称 为 数 域 
P 上 的 一 元 多 项 式 环 . 
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(5) 设 Z[ 让 = {a 十 bila,5EZ,i 二 V 一 1),2Z[i] 关 于 复数 的 加 法 和 和 蒋 法 构成 环 , 称 为 
Gauss 整数 环 . 

事实 上 ,我 们 通常 认为 整数 环 、 数 域 P 上 的 一 元 多 项 式 环 和 数 域 P 上 的 n 阶 和 矩阵 环 
为 环 的 三 大 来 源 . 

例 3.1.2 设 和 ,一 {[0],[1],…,[n 一 1]} 是 模 n 的 剩余 类 集合 ,在 Z, 中 已 有 加 法 运 
算 [aj 十 [二 [a 十 妃 , 现 定义 乘法 Leaj[5」= 二 [a65j, 则 这 个 张 法 是 Z, 上 的 代数 运算 ,并 且 
Z, 关于 上 述 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 , 称 为 模 n 剩余 类 环 . 

证 明 ”人 先 证 明 [aj[56j==[abj 是 代数 运算 , 即 说 明 运 算 结 果 与 剩余 类 的 代表 元 选择 
无 关 . 

车 [Lal 二 [a’],[6]==[6, 即 n| (a—a),n|(6—6'). 

由 等 式 

ab—a’b’=ab—ab’ ab —a’b’=a(b—b’)+(a—a’)b’, 
易 知 当 n|l(a 一 a ),n|(b 一 5 ) 时 ,n|ab 一 a'b'. 即 当 
[al=[a’],[Lej=[2], 

有 [a6b1= [a ’]j. 
从 而 证 明了 上 述 定义 的 乘法 是 Z, 上 的 代数 运算 . 

由 群 的 知识 可 知 ,Z, 关于 加 法 构成 交换 群 . 对 乘法 来 说 ,封闭 性 是 显然 的 . 对 于 任意 
的 元 素 Laj,[65],LecjE 2, 有 

(LalLlb 1)[Lel=[LabjLe]=L(ab)e]=La(be) j=[Lallbc]= [aj(LslLe)), 
即 Z, 的 乘法 满足 结合 律 . 又 
(Fo 十 L9)[o=[e 十 可 [=[Ga 十 0 中 三 [ac 二 pc 三 [ac 十 [bc 一 [oj[o 十 [oOLc]， 

同 理 [Lcj(Laj] 十 [6j) 二 [cjLaj 十 LejL5]1, 即 乘法 对 加 法 满足 两 个 分 配 律 . 

总 之 ,2 关于 上 述 加 法 和 冬 法 构成 一 个 环 . 

从 环 的 定义 可 以 看 出 , 环 具 有 两 个 独立 的 二 元 运算 ,互相 不 能 代替 ,但 它们 不 是 孤立 
的 ,而 是 通过 乘法 对 于 加 法 的 左右 分 配 律 紧密 联系 在 一 起 的 . 在 环 中 ,这 两 个 运算 通过 分 
配 律 融 为 一 体 , 由 此 才 形 成 了 具有 两 个 代数 运算 的 环 的 结构 理论 . 

环 本 身 对 加 法 构成 交换 群 , 称 之 为 加 群 .为 了 区 分 两 个 运算 中 的 某 些 特殊 元 素 ,我 们 
把 加 法 的 单位 元 称 为 零 元 ,用 0 表示 ,元 素 a 关于 加 法 的 道 元 称 为 a 的 负 元 ,用 一 a 表示 . 


3.1.2 几 类 特殊 的 环 


下 面 介绍 几 类 特殊 的 环 ,它们 都 是 根据 环 中 乘法 的 特点 进行 区 分 的 . 
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定义 3.1.2 若 环 R 中 的 乘法 适合 交换 律 , 即 Ya,bER, 有 ab 二 64, 则 称 R 为 交 
换 环 . 

若 环 R 中 有 单位 元 (相对 于 先 法 ), 即 3eER, 使 得 YaERR, 有 ae 一 ca 一 a, 则 称 民 为 
么 环 ( 或 含 么 环 ). 将 单位 元 (也 称 么 元 ) 记 为 1( 注 ; 么 环 中 的 么 元 是 唯一 的 ). 

既 含 么 元 又 交换 的 环 称 为 含义 交换 环 ,或 交换 么 环 . 

设 a 是 含 么 环 尺 中 的 元 素 , 如 果 存 在 6€ER, 使 a6 二 ba 二 1, 则 称 5 为 a 的 遂 元 ( 注 ;a 
若 有 逆 元 , 则 逆 元 是 唯一 的 ) ,也 称 a 是 可 逆 的 . 

含 么 环 RR 中 的 可 道 元 称 为 民 的 单位 (或 正则 元 ) ,容易 证 明 R 中 全 体 单位 对 乘法 构 
成 群 , 称 为 R 的 单位 群 . 

在 环 中 还 有 一 类 重要 的 元 素 称 为 “ 零 因子 ” 

定义 3.1.3 车 民 中 元 素 4 取 0,5 取 0, 但 a5 二 0, 则 称 a 为 R 的 一 个 左 零 因子 ,6 为 R 
的 一 个 右 零 因子 . 若 一 个 元 素 既 是 左 零 因子 又 是 右 零 因子 , 则 称 它 为 零 因 子 ， 

定义 3.1.4 没有 零 因子 的 环 称 为 无 零 因 子 环 ,由 此 可 知 ,R 是 无 零 因子 环 会 Va,b8 
ER, 当 ab 一 0 时 ,有 a 二 0 或 6 一 0. 

无 零 因 子 的 交换 么 环 称 为 整 环 . 

例如 ,在 二 阶 实 方 阵 关 于 矩阵 的 加 法 和 乘法 构成 的 环 中 , 零 元 就 是 零 抢 阵 0. 矩阵 


1 0 0 0 0 1 
4 一 | [0.5= | [#0 | [0. 
0 0 1 0 0 0 


但 是 AB 二 0, 所 以 矩阵 4 是 左 零 因 子 ,矩阵 B 是 右 零 因子 . 又 CA 一 0, 所 以 矩阵 4 是 
环 的 一 个 零 因 子 . 

当然 ,在 交换 环 中 ,所 有 的 左 零 因子 都 是 右 零 因子 ,从 而 就 是 零 因 子 了 .例如 ,在 模 6 
剩余 类 环 Z。 中,[2] 和 [3] 都 是 零 因 子 . 

容易 验证 ,整数 环 是 一 个 无 零 因 子 环 ,而 且 整 数 的 乘法 满足 交换 律 ,1 是 单位 元 ,所 以 
整数 环 是 一 个 整 环 . 同样 数 域 P 上 的 一 元 多 项 式 环 也 是 整 环 . 

零 因子 判断 还 有 没有 其 它 的 方法 ? 它 与 环 的 性 质 之 间 有 怎样 的 关系 ? 我 们 将 在 这 
一 节 的 后 半 部 分 介绍 . 下 面 我 们 先 介绍 另外 两 类 重要 的 环 一 一 除 环 和 域 . 

定义 3.1.5 一 个 环 尺 称 为 除 环 ( 体 ), 如 果 

(1) R 中 至 少 包 含 一 个 不 等 于 零 的 元 ; 

(2) RR 有 单位 元 ， 

(3) R 的 每 一 个 不 等 于 零 的 元 有 道 元. 

定义 3,1.5” 若 环 RR 中 的 非 零 元 全 体 对 于 乘法 构成 群 , 则 称 R 为 一 个 除 环 . 此 时 下 
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中 全 体 非 零 元 构成 的 乘法 群 称 为 尺 的 乘 群 , 记 为 R* 一 R\{0). 
定义 3.1.6 若 尺 是 交换 的 除 环 , 则 称 R 为 域 . 


例 3.1.3 六 #1=|| :| 
一 


a 


ay8 为 复数 | 为 二 阶 复方 阵 的 集合， 


- 0 0 
(1) 易 见 关于 和 矩阵 的 加 法 构成 Abel 群 , 零 元 为 | 中 


即 五 对 乘法 封闭 ,矩阵 乘法 适合 结合 律 . 

(3) 矩阵 的 加 法 与 乘法 适合 左 , 右 分 配 律 ,因此 互 对 于 矩阵 的 加 法 与 乘法 构成 环 . 

| 可 ” 
一 8 


a 


0 
0 


a 0 
任 取 碳 中 间 穴 元 | :| =|al’+|8l’>0, 


即 非 零 元 有 逆 元 . 


a Bl 1 a —B 
3 | rar oe" 

因此 甩 是 一 个 体 .另外 中 元 素 A 一 | 国 .B= 图 | ,有 4B 天 BA, 故 吾 是 
非 交 换 的 体 , 称 互 为 四 元 数 体 . 

例 3.1.4 有 理 数 全 体 Q 对 数 的 加 法 和 乘法 构成 域 ; 实 数 全 体 R 对 数 的 加 法 和 乘法 
构成 域 . 

例 3.1.5 当 "” 一 为 素数 时 , 模 ” 匀 余 类 环 Z. 是 域 . 

证 明 显然 环 Z, 的 乘法 满足 交换 律 ,所 以 只 需 再 证 Z,\{0} 是 一 个 乘 群 即 可 . 

因为 乘法 适合 结合 律 ,又 Z,\{0} 是 一 个 有 限 集 合 ,由 群 的 等 价 定义 ( 详 见 定义 2. 1.4)， 
只 需 再 证 明 封 闭 性 和 消去 律 成 立 ， 

(1) 封闭 性 

由 于 p 是 率 数 ,pha, ptb 志 phab, 即 若 [aj 隆 0,[L65j 关 0 过 Laj[5j 关 0. 换言之 ,Laj， 
L6j€EZ2,\[0J>[LalLlb]=[Lab]€E Z,\L0] 

(2) 消去 律 


-二 


右 
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力 |az 一 az 一 aCz 一 2 ) , 
六 |(z 一 工 )， 
pha 


即 车 [azj] 二 [azx’],[aj 关 [0J] 过 [xj 二 [zx']. 

换言之 ,[aj[x]==[aj[zx’],[aj€ 2Z,\[L0J=>[z]=[z’]. 

综 上 ,2 是 域 . 

具有 有 限 个 元 素 的 域 , 称 为 有 限 域 . 为 了 纪念 近世 代数 的 开创 人 Galois, 有 限 域 也 称 
Galois 域 . Z, ( 是 素数 ) 是 最 简单 的 有 限 域 ， 


3.1.3 环 的 简单 性 质 
设 尺 是 一 个 环 , 先 做 如 下 约定 : 


一 一 入- 一 一 
ma 二 a 十 4 十 … 十 a,m€ ZT 9 


ma 一 (一 人 二 (一 林 十 一 二 (二 休 ， 
a" 一 1( 若 环 尺 中 有 么 元 ). 
旭 RR 有 如 下 性 质 : 
性 质 3.1.1 (mn)a==ma 二 na, YaER,m,n€E2; 
(mma—=m(na), YaE Rmn€EZ,; 
mlat+b)=mai+mb, Ya,bER,mEZ; 
a"a"=a”t", (an 一 am VaER,m,nE€2+. 
车 a 有 道 元 , 则 ara" 一 ar+"，(a") 一 am YaER,mnEZ. 
性 质 3. 1; 2 (Pe) 25)=- Dab,s Vash €R. 
性 质 3.1.3 Va,pER .有 a*0=0 ‘a0 ba b= aba) = 
ab. 
证 明 因为 a*。 (0 十 0) 二 a，0 十 a，0 二 a，0, 故 ac.0=0. 类 似 可 证 0。a 一 0， 
(一 a)b 十 ab 二 [( 一 4) 十 4a]6 二 0，65 二 0, 故 (一 a)b 二 一 ab. 类 似 可 证 明 a( 一 5) 二 一 ab， 
(—a)(—b)=—[La(—b)]=—[—abj=ab. 


3.1.4 无 零 因子 环 的 性 质 与 特征 


定理 3.1.1 若 环 RR 是 无 零 因 子 环 , 则 RR 中 两 个 消去 律 都 成 立 . 即 如 果 a 关 0,ab 一 
ac, 则 2 一 c, 且 如 果 a 关 0,ba 一 ca, 则 5b==c. 
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证 明 因为 尺 无 零 因 子 ,a 天 0,ab 一 ac 一 (ab 一 ac) 一 0 一 0 一 5. 同 理 a 关 0,ba 二 ca 过 bc. 

定理 3.1.2 车 环 尺 中 成 立 一 个 消去 律 , 则 尺 无 零 因子 . 

证 明 〈 反 证 法 ) 如 果 尺 有 零 因 子 , 即 存 在 4a 了 0,6 隆 0,ab 王 0, 设 环 尺 中 成 立 左 消去 
律 , 即 Ya,b,cER,a 关 0, 由 ab 二 ac>b 二 c. 在 此 消去 律 下 

ab=0=>a* b=a* 0=0—>0b=0,， 

与 6 天 0 矛盾 . 

由 定理 3. 1. 1 和 定理 3. 1. 2 不 难得 到 下 面 结论 . 

推论 3.1.1 车 环 R 中 成 立 一 个 消去 律 , 则 另 一 个 消去 律 也 成 立 . 

推论 3.1.2 环 尺 无 零 因 子 的 充 要 条 件 是 R 中 成 立 两 个 消去 律 . 

接 下 来 我 们 研究 无 零 因子 环 中 ,元 素 关 于 加 法 的 阶 的 性 质 . 

设 RR 是 一 个 环 ,a€ 尺 ,a 关 0, 若 a 在 加 法 群 中 的 阶 为 n, 则 

a 十 a 十 … 十 a 二 na 二 0. 


若 a 在 加 法 群 中 的 阶 为 无 限 大 , 则 Vn€2,na 冯 0. 

因此 ,在 一 般 环 中 ,由 “天 0 能 否 得 到 YkEZ,ka 关 0, 取 决 于 4a 在 加 法 群 中 的 阶 是 否 
有 限 .有 的 非 零 元 在 加 法 群 中 的 阶 是 有 限 的 ,有 的 阶 却 是 无 限 的 . 不 过 ,对 于 无 零 因子 环 
而 言情 况 就 有 些 特殊 了 . 

定理 3.1.3 设 尺 为 无 零 因子 环 , 则 尺 中 非 零 元 对 加 法 来 说 阶 是 相同 的 . 

证 明 ” 任 取 元 素 a,b€ER,a 关 0,b 关 0. 

车 a 的 阶 ( 对 加 法 而 言 ) 为 有 限 数 n, 则 na 二 0, (na)b 二 a(nb) 二 0. 因为 R 中 无 零 因 
子 , 故 双 =0. 因 此 2 也 是 有 限 阶 的 , 且 的 阶 委 a 的 阶 . 由 a,5 的 任意 性 可 知 a 的 阶 委 6 的 
阶 , 故 < 与 5 的 阶 相同 . 

车 a 为 无 限 阶 的 元 素 , 则 2 也 为 无 限 阶 元 素 ,否则 由 上 面 的 证 明 可 知 a 与 5 同 为 有 限 
阶 元 素 ， 

可 见 , 无 零 子 环 中 所 有 非 零 元 关于 加 法 的 阶 , 是 环 的 一 个 代数 性 质 , 称 之 为 特征 . 

定义 3.1.7 设 R 为 环 ,如 果 存 在 正 整 数 m, 使 得 YrER, 均 有 mr 二 0, 则 将 满足 此 条 
件 的 最 小 正 整 数 m 称 为 环 尺 的 特征 , 记 为 charR. 

若 不 存在 这 样 的 正 整 数 m, 则 称 环 R 的 特征 是 零 . 

charR 二 1 当 且 仅 当 尺 ={(0)} 为 零 环 . 

定理 3.1.4 无 零 因子 环 尺 的 特征 若 为 正 整 数 ”, 则 7 为 素数 . 

证 有 明 若 ” 不 是 素数 , 设 x 一 六 轨 ， 且 1<ni,n; 二 nn. 
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Va 天 0,aER, 可 知 a 在 加 法 群 中 的 阶 为 n, 故 nia 取 0,nza 关 0, 但 
(ma)(nsa)= nins)aaA0= na)a=0,， 

与 R 是 无 零 因子 环 矛盾 . 

推论 3.1.3 整 环 、 除 环 与 域 的 特征 或 者 是 零 ,或 者 是 素数 p. 

在 一 个 特征 是 p 的 交换 环 里 ， 

(a 二 6b)?==a? 十 Chat? ib 十 … 十 C? 1ab? ! 十 b?， 
而 Cs 是 P 的 倍数 , 故 Cya* 'b' 二 0. 
所 以 
(a 二 6)? 二 a? 十 b?. 

这 个 等 式 称 为 环 中 的 二 项 式 定理 . 


3.2 子 环 和 理想 子 环 


这 一 节 我 们 讨论 环 的 具有 某 些 性 质 的 子 集 . 
3.2.1 子 环 


定义 3.2.1 环 尺 的 非 零 子 集 S 若 对 于 环 尺 中 的 运算 (加 法 和 乘法 ) 也 构成 环 , 则 称 
S 为 R 的 子 环 ,R 也 称 为 S 的 扩 环 . 

类 似 可 以 定义 子 除 环 . 子 域 的 概念 . 

从 环 的 定义 不 难看 出 ,S 是 RR 的 子 环 , 当 且 仅 当 S 对 于 加 法 来 说 是 R 的 子 群 , 且 对 于 
乘法 封闭 .我 们 将 其 总 结 为 以 下 定理 . 

定理 3.2.1 设 S 是 环 R 的 非 空 子 集 , 则 S 构成 子 环 的 充 要 条 件 是 

Va,b€ES,a—bES,abES. 

类 似 地 我 们 很 容易 得 到 : 

定理 3.2.2 设 S 是 除 环 ( 域 )R 的 非 空 子 集 , 则 S 构成 子 除 环 ( 子 域 ) 的 充 要 条 件 是 

Va,b€ES,a—b€ES,ab '€S(bA0). 

例 3.2.1 2Z( 偶 数 集 ) 是 Z 的 子 环 ,Z 是 Q 的 子 环 . 

例 3.2.2 若 S 是 Z 的 非 空子 环 , 则 S 是 Z 的 加 法 子 群 ,而 Z 是 加 法 循环 群 ,因此 S 
也 是 加 法 循环 群 , 即 存 在 n€ NN, 使 S 二 nZ. 显然 每 个 nZ 都 是 Z 的 子 环 , 因 此 ZzZ 的 全 部 子 
环 为 nZ,n 宇 0. 
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值得 注意 的 是 , 环 和 子 环 在 单位 元 方面 没有 必然 关系 ,这 和 群 与 子 群 的 关系 不 一 样 . 
设 S 是 环 R 的 子 环 , 当 R 有 单位 元 时 ,S 不 一 定 有 ; 当 S 有 单位 元 时 ,R 不 一 定 有 ;即使 二 
者 都 有 单位 元 ,此 二 者 也 未 必 相 同 . 请 大 家 用 整数 环 .偶数 环 和 零 环 来 验证 . 


3.2.2 理想 子 环 


下 面 我 们 讨论 一 个 特殊 的 子 环 , 它 在 环 中 的 作用 如 同 正规 子 群 在 群 中 的 作用 . 

我 们 先 在 环 RR 的 加 群 中 来 构造 商 群 . 

设 S 是 环 R 的 子 环 , 则 S 是 交换 群 R 的 子 群 ,于 是 有 加 法 商 群 R/S,R/S 中 已 有 加 
法 Laj] 十 [6 二 [a 十 6j], 我 们 希望 在 R/S 上 自然 地 定义 乘法 [a][6j 二 [a6j, 使 得 R/S 是 环 . 
为 此 ,需要 对 S 加 些 限制 ,由 此 引入 理想 的 概念 . 

定义 3.2.2 环 尺 的 子 环 I 称 为 R 的 理想 子 环 ,简称 理想 ,如 果 YVaE1T,rER,， 有 

ar,raEl. 
从 集合 的 角度 来 定义 理想 , 它 的 等 价 定义 为 环 尺 的 非 空子 集 I 称 为 R 的 理想 ,如 果 
Ya'pET a—b€ET 
{vr arETI,raElI 

显然 {0} 和 RR 本身 是 环 R 的 理想 , 称 它们 为 R 的 平 几 理想 . 

例 3.2.1 nnZ 是 2Z 的 理想 (n€ 2). 

例 3.2.2 写 出 Zs 的 所 有 理想 . 

解 首先 写 出 Ze 的 子 加 群 , 然 后 从 中 选 出 满足 理想 乘法 性 质 的 子 集 , 即 为 理想 . 

五 一 {[0])， 


1,={L0j,L3]}, 
五 一 {L0],[2],L4]) ， 
1 = 2Z6. 


关于 理想 的 定义 ,需要 注意 以 下 几 点 : 

(1) 环 .R 的 理想 I 是 加 群 R 的 子 加 群 ,反之 不 对 . 
例如 ,Z 是 Q 的 子 加 群 ,但 整数 环 不 是 Q 的 理想 . 
(2) 理想 是 子 环 , 反 之 不 对 . 


b . 
例如 ， | | a,b,cEZ "是 2 阶 矩 阵 环 的 子 环 , 但 不 是 理想 ,可 见 理想 对 乘法 具有 
[ 


更 强 的 封闭 性 ， 
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(3) 理想 不 具有 传递 性 , 即 环 的 理想 的 理想 不 一 定 是 原 环 的 理想 . 
例如 , 令 下 是 一 个 域 ,如 下 取 下 上 的 三 类 和 矩阵 的 集合 : 
0 0 0 0 0 Zz 
-| 0 0 a enh 0 y er, 
0 0 0 0 0 0 
dai aa as 
-| 0 Qa ai ce 
0 0 ak 
可 见 了 是 六 的 理想 ,N 是 R 的 理想 ,但 1 不 是 R 的 理想 . 
定义 3.2.3 只 有 平凡 理想 的 环 称 为 单 环 ， 
例 3.2.3 除 环 R 是 单 环 . 
证 明 设 了 是 除 环 尺 的 任意 理想 ,如 果 I 隆 {0}, 在 I 中 取 非 零 元 4a, 则 a 有 道 元 a 
E R. 又 了 为 理想 , 故 
a la=1€L. 
对 R 中 任意 元 素 5, 有 
bl=6bET, 


即 I 三 R. 这 说 明 除 环 R 只 有 平凡 理想 ,所 以 除 环 R 是 单 环 . 
由 此 可 以 看 出 ,理想 对 除 和 域 没 有 太 大 意义 . 


3.2.3 主 理想 、 极 大 理想 和 素 理 想 


在 这 一 部 分 介绍 几 个 重要 理想 : 主 理想 、 极 大 理想 和 素 理 想 . 

定义 3.2.4 设 民 为 环 ,aER,a 天 0: 为 包含 元 素 a 的 一 个 理想 .如果 对 于 任意 包含 
a 的 理想 U, 都 有 ISU ,也 就 是 说 是 RR 中 包含 a 的 最 小 理想 , 称 1 为 由 a 生成 的 主 理 
想 , 记 为 (a). 

例如 ,在 整数 环 Z 中 ,2Z 和 32 分别 是 由 2 和 3 生成 的 主 理想 . 

接 下 来 我 们 考察 一 下 主 理想 (4) 的 结构 ,看 看 主 理想 (a) 是 有 哪些 元 素 构成 的 . 

首先 ,由 于 aE(a), 所 以 对 任意 整数 n,， 有 

na€ (a); 
其 次 ,对 于 R 中 任意 元 素 7i,rz 及 zi,yi(i 二 1,2,…,n) 有 
rida, ars, Xiayi:E (a); 
从 而 (a) 包 会所 有 这 些 元 素 的 和 , 即 
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XiQy1 十 Xzayz 十 十 Xmnayn 十 Tia 十 ars 十 na. 
另外 ,上 述 所 有 这 种 形式 的 元 素 集 合 做 成 一 个 包含 元 素 a 的 理想 ,因此 
(a)={ziay trayt trnayntriatartnalzi, yo ri ER ,NnEZ,m1}. 
令 
Za={na|n€EZ},Ra= {ralr€E R},aR= {ar|r€E R}, 
RaR= {ziayiT xayt 二 znayn | xi, YER,1<i<m) 
由 a 生成 的 主 理想 记 为 
(a)= Za RataR++ RaR. 
主 理想 的 表达 形式 看 起 来 比较 复杂 ,但 当 环 尺 具 有 某 些 性 质 时 , 它 的 形式 可 以 进行 
化 简 . 
(1) R 是 交换 环 时 ,(a) 一 Za 十 Ra. 这 是 因为 
2Z1031 十 Zaaya 十 … 十 Znaym 十 ma 十 az 
一 (zy 十 zy 十 十 Zooywn 十 六 十 rz)a 
=ra€ Ra. 
(2) R 是 含义 环 时 ,(a) 二 RaR. 这 是 因为 
riatars+na=ria* 1+ars * 1+(n* 1)a* 1€ RaR. 
(3) 及 是 含 么 交换 环 时 ,(a) 一 Ra 一 <R. 
下 面 进一步 推广 主 理想 的 概念 . 


定义 3.2.5 设 X 是 环 尺 的 子 集 , 包 含 X 的 最 小 理想 称 为 由 X 生成 的 理想 , 记 为 

(X). 
类 似 主 理想 的 讨论 ,我们 得 到 (CX) 的 结构 . 
设 和 一 (5 ,52,"…,s:), 则 


(X) 一 ZX 十 XR 十 RRX 十 RXR 一 (5) 十 Cs) 十 …… 十 (Cs)， 
其 中 ， 


ZX = (Dsi | ss € Xsh € Zin 1), 


i=1 


t 


RX = {Dris: | s: € Xr € R,t> 1), 


i 二 ] 


XK 一 (Ds | 5s: € Xr € R,t 之 1), 
i 一 1 
RXR 一 {Drs | s € Xun,r, € Rs 1). 
i=1 
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特别 地 'R 是 含 入 交换 环 时 ,(X)= 二 XR 二 sR 十 ssR 十 … 十 5.R. 
应 当 注 意 , 由 多 个 元 素 生 成 的 理想 ,也 可 能 是 个 主 理想 , 即 也 可 能 由 一 个 元 素 生成 . 
例 3.2.4 设 民 为 整数 环 ,求证 (3,7) 王 (1) 


证 明 1E(D=>1+1I+1=36E(0),7 一 1i 于 ie) 一 (3,7)G(1). 反 之,(3) 
E(3,7),(7)E(3,7) 全 一 3E (3,7),1=( 一 3) 十 (一 3) 十 7E (3,7). 故 (SC3,7), 所 以 
(3,7) 一 (1)， 

将 这 个 例子 推广 到 一 般 情形 , 若 整数 cl ,a ,… ,a 的 最 大 公 因 子 是 4 , 则 

(alyaz，…an) 一 (cd)， 
另外 也 容易 证 得 ,车 了 是 整数 环 Z 的 一 个 非 零 理想 ,a 是 中 最 小 正 整 数 , 则 
T= (a). 

由 此 可 见 , 整 数 环 的 所 有 理想 都 是 主 理想 . 

定义 3.2.6 设 R 是 一 个 交换 环 ,P 是 R 的 一 个 理想 ,如 果 VYVa,bER, 当 abE€P 时 ， 
有 aEP 或 5EP, 称 PP 是 R 的 素 理 想 . 

例 3.2.5 整数 环 2 的 全 部 素 理想 是 ;10},Z 以 及 由 所 有 素数 p 生成 的 理想 (p). 

证 明 这 些 理想 显然 都 是 Z 的 素 理想 . 又 由 于 整数 环 Z 的 理想 都 是 主 理想 ,因此 ,如 
果 是 一 个 合 数 , 设 

7 一 Mi72， 1l1<n ,nn, 
则 有 znz 二 n€ (2) ,但 是 ntn ,ntns， 即 有 
mn), nn), 
即 (n) 不 是 整数 环 Z 的 素 理 想 . 
例 3.2.6 设 p 为 素数 ,(2p) 是 偶数 环 22Z 的 主 理 想 , 试 问 (2p) 是 素 理想 吗 ? 
解 ” 当 p= 二 2 时 ,(4) 不 是 素 理 想 . 因为 
2。2 一 4E(4)， 但 2 人 (4). 
当 p 为 奇 素数 时 ,(2p) 是 素 理想 . 
事实 上 , 设 abE€ (2p) ,其 中 a,b 都 是 偶数 . 又 设 
a—=2s,b=—=2t,ab=2(2st)—2pg, 
其 中 ;,t,q 为 整数 . 由 于 p 为 奇 素数 , 故 可 知 p|st. 从 而 
pls 或 pli. 
由 此 可 知 a€ (2p) 或 5€ (2p), 即 (2p) 是 偶数 环 的 素 理想 . 
定义 3.2.7 环 尺 中 的 理想 M 称 为 R 的 极 大 理想 , 须 满 足 : 
(1) MR; 
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(2) 对 于 尺 的 任意 理想 N , 若 MENSER, 则 N 一 M 或 N==R. 
例 3.2.7 设 p 是 素数 , 则 (p) 是 整数 环 Z 的 极 大 理想 ,进一步 ,它们 是 整数 环 的 所 
有 极 大 理想 . 
证 明 设 p 是 素数 ,IT 是 整数 环 Z 的 一 个 理想 , 且 
(p)CICSZ. 
则 取 EIT,(k,p) 二 1, 故 存在 m,n€2, 使 
1=mk+npE€l, 
即 7 一 QZ ,所 以 (2) 是 整数 环 2 的 极 大 理想 . 
再 者 , 设 M 是 Z 的 极 大 理想 ,由 于 Z 的 理想 都 是 主 理想 , 故 可 设 M= (mm), 且 不 妨 设 
m 是 正 整数 . 如 果 m 是 合 数 , 令 
m=mm ;1m ,7122 Mm. 
则 由 mx 生成 的 理想 (mm1) 关 Z, 《mi) 关 M, 但 却 有 
M=(m)C(mi), 
这 与 M 是 Z 的 极 大 理想 矛盾 , 故 m 是 素数 . 
从 例 3. 2.4 和 例 3.2.6 可 以 看 出 , 除 平凡 理想 外 ,整数 环 的 素 理 想 和 极 大 理想 是 一 
致 的 .但 对 其 他 环 来 说 并 不 是 这 样 .读者 可 以 举 些 例 子 , 特 别 是 在 多 项 式 环 中 可 以 找到 这 
样 的 例子 . 


3.3 环 的 同 坊 与 商 环 


为 了 比较 不 同 的 环 , 我 们 引入 环 的 同 态 、 同 构 及 环 同 态 基本 定理 ,进一步 讨论 商 环 与 
极 大 理想 及 素 理 想 之 间 的 关系 ， 


3.3.1 环 的 同 态 


定义 3.3.1 设 R 和 S 为 环 ,f:R>S 为 环 R 到 S 的 映射 .如果 Ya,b5ER, 有 
flat+b)= fla) f(2), 
flab)= f(a)f (6). 
则 称 f 为 R 到 S 的 同 态 映 射 . 
当 fF 为 单 射 时 称 为 单 同 态 映射 
当 /为 满 射 时 称 为 满 同 态 映射 ,此 时 称 环 尺 和 S 同 态 ; 
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了 为 一 一 映射 时 称 为 同 构 映射 ,此 时 称 环 尺 和 S 同 构 , 记 为 玉兰 S; 

特别 地 , 当 R==S 时 , 称 f 为 自 同 构 映 射 . 

定义 环 尺 到 环 S 的 映射 为 

f(r)=0s, YrE€ER. 

其 中 0s 为 环 S 的 零 元 . 显然 f 是 环 R 到 环 S 的 同 态 映射 .我们 称 此 同 态 映射 为 零 同 态 . 

由 此 可 以 看 出 任意 两 个 环 之 间 都 存在 环 同 态 映 射 . 

例 3.3.1 设 )” 为 一 个 整数 ,定义 整数 环 Z 到 模 n 剩余 类 环 Z, 的 上 映射 f 为 

fm)=[m]j, YmEZ 
因为 Ys,t1EZ， 
flstt)=[s+#tj= [s+[tj= fC)+f0), 
fCst)= [stj=[Ls[tj= £05) Fr)， 

所 以 f 是 整数 环 Z 到 模 n 剩余 类 环 Z, 的 同 态 映 射 . 显然 f 是 满 射 ,所 以 整数 环 Z 与 模 n 
剩余 类 环 Z, 同 态 . 

由 环 同 态 的 定义 ,可 以 看 出 若 环 民 和 环 S 同 态 ,当然 R 的 加 群 与 S 的 加 群 也 同 态 . 
为 此 ,我 们 可 以 把 群 同 态 的 一 些 性 质 直 接 推 广 到 环 中 . 

定理 3.3.1 设 f:R->R 是 环 R 到 的 满 同 态 映射 , 则 

(1) fC(Or)=0#,f(~a)=— f(a); 

(2) 若 尺 是 交换 环 , 则 尽 亦 为 交换 环 ; 

(3) 若 尺 是 含 么 环 , 则 尺 亦 为 含 么 环 , 且 f(1g) 一 1x. 
其 中 0g ,Ok ,1r ,Ix 分别 是 R 和 RR 的 零 元 和 单位 元 . 

证 明 (1) 由 群 同 态 性 质 ,直接 可 以 推 得 前 两 个 等 式 . 

(2) 设 RR 是 交换 环 . Ya,65ER, 因 为 /是 满 射 , 可 令 

f(a)=a, f(b)=6, 


其 中 a,b5ER. 
而 
ab=f(a) f(b0)= f(ab)= f(ba)=f(6) f(a)=ba, 

所 以 尺 也 是 交换 环 ， 

(3) 设 尺 是 含 么 环 ， 

af (lr)=f(a)f (lg)= f(alr)= f(a)=a, 

所 以 f(1g) 二 1x 是 R 的 单位 元 , 即 玉 也 是 含 么 环 . 

定理 3.3.2 设 f:R->R 是 环 R 到 R 的 满 同 态 映射 , 则 
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(1) R 的 子 环 S 的 象 S 是 民 的 子 环 ; 

(2) R 的 理想 了 的 象 上 是 民 的 理想 ; 

(3) RR 的 子 环 S 的 原 象 是 R 的 子 环 S; 

(4) 玉 的 理想 了 的 原 象 是 R 的 理想 

证 明 (1) 因为 f 为 满 射 ,所 以 对 于 任意 的 元 素 s1 ,ssES 在 S 中 存在 原 象 , 令 

fs51)=5, fs)=s, 
其 中 51,s2 ES. 
因为 S 为 子 环 ,所 以 
3 一 ES EC9. 
又 为 同 态 映射 ,从 而 
ss =f(5)— f(s)= f(s —s) ES, 
s1 52 = f(s) f(s)= f(ss) ES. 

故 S 是 RR 的 子 环 . 

(2) (3)、《4) 可 类 似 证 明 , 在 此 不 再 蒙 述 . 

从 上 面 两 个 定理 可 以 看 出 , 同 态 满 射 保持 了 两 个 环 的 一 些 性 质 是 不 变 的 ,但 同 态 映 
射 不 保持 零 因 子 性 质 . 也 就 是 一 个 无 零 因 子 环 可 能 和 有 零 因 子 环 同 态 , 相 反 , 一 个 有 零 因 
子 环 也 可 能 和 无 零 因子 环 同 态 .但 当 两 个 环 同 构 时 ,它们 的 代数 性 质 没 有 区 别 . 

例 3.3.2 (1) 在 例 3. 3. 1 中 取 ”= 一 6, 而 Zs。 是 个 有 零 因子 环 ,整数 环 是 无 零 因 子 环 ， 
这 说 明 一 个 无 零 因 子 环 与 一 个 有 零 因 子 环 同 态 . 

(2) 设 R=={(a,5)|a,b5E2}), 在 R 中 定义 运算 如 下 : 

(a1301)+ (Caz,b2) = (a 二 Ta ,bib ), 
(a1 ,01) (a ,0b2) = (aias ,0b1b2). 
容易 验证 RR 关于 上 述 运 算 做 成 环 ,而 且 (0,0) 是 其 零 元 . 
定义 环 尺 到 整数 环 的 映射 如 下 : 
Pi(Cay pp) 一 aa 
则 yg 为 R 到 2Z 的 同 态 满 射 . 这 说 明 有 零 因子 环 RR 和 无 零 因子 环 Z 是 同 态 的 . 


3.3.2 商 环 与 环 同 态 基本 定理 


在 群 论 中 ,由 正规 子 群 可 以 产生 商 群 ,并 由 此 得 到 群 论 中 一 些 重 要 结论 . 同样 ,利用 
理想 也 可 以 产生 一 些 新 的 环 , 即 商 环 ,进一步 ,可 以 得 到 一 系列 相应 的 重要 结果 . 
设 I 是 环 R 的 理想 , 则 了 是 R 的 一 个 子 加 群 . 对 于 环 RR 的 加 法 来 说 ,T 是 R 的 正规 子 
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群 .从 而 工 的 所 有 陪 集 
[aj=at+I, a€ER 
构成 的 集合 R/T, 对 于 陪 集 的 加 法 
[aj 十 [6] 二 (a 十 DD 十 (5 十 让 = 二 (a 十) 十 I 二 [4 十 想 
构成 一 个 群 , 即 商 群 . 
下 面 我 们 在 R/T 上 再 规定 以 下 乘法 : 
[o][ 妇 一 (Co 十 DG 十 TD 一 (ab) 十 IT 一 [ab]， 
首先 证 明 这 是 一 个 代数 运算 , 即 其 结果 与 陪 集 的 代表 元 的 选择 无 关 . 
事实 上 ,车 [aj=[a' ],[6j] 二 [6 ], 则 有 
a—a’ €1,6—b’ €1, 
因为 1 是 理想 ,所 以 
(a—a bET,a (b—b) EL. 
从 而 
(a—a’)b+a’ (b~b)=ab—a’b’ EI. 
所 以 
[Laltej=[La’ Le’1. 
这 说 明 此 运算 与 代表 元 的 选择 无 关 . 
我 们 把 这 个 代数 运算 称 为 陪 集 的 乘法 . 
容易 验证 R/T 关于 陪 集 的 加 法 和 乘法 构成 环 , 称 为 商 环 ,也 称 模 了 的 剩余 类 环 . 
定理 3.3.3 设 1 蚌 环 R 的 理想 ,映射 f;:R 一 R/T, Ar) 一 [r]， 则 7 为 满 同 态 映 射 . 
称 此 映射 为 环 尺 到 商 环 R/T 的 自然 同 态 ,一般 记 为 I[(r)==[r]. 
直接 用 同 态 映射 的 定义 就 可 以 验证 定理 的 正确 性 ,请 读者 自行 完成 . 
类 似 于 群 同 态 基 本 定理 ,在 环 中 也 有 环 同 态 基本 定理 . 
定理 3.3.4 设 为 环 R 到 环 尺 的 满 同 态 映射 , 则 
I={r€ERIf(r)=0} 
是 R 的 理想 , 称 为 f 的 核 , 记 为 Ker( 了 ), 其 中 0 表示 环 及 的 零 元 ;进一步 ,R/I=R. 
证 明 (1) 先 证 明 Ker(/) 是 RR 的 理想 . 
因为 f(0) 二 0, 故 Ker( 亡 是 非 空 集合 . 
Ya'pEKer(P) ,f(a)=0,f(5)=0, 故 f( 一 外) 二 一 f(b)==0. 从 而 
Fa 一 及 一 Ca) 十 大 一念 一 0 十 0 一 0， 
即 a 一 bE€ Ker(f). 
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YaEkKer(f),r€ER, 
flar)=f(a) flr)=0f0)=0, 
flra)= f(r)f(a)=0. 

故 ra,arE Ker(/), 从 而 Ker(f) 是 尺 的 理想 . 

(2) 再 证 明 R/ TR. 

定义 pg:R/I>R 为 

op([al)=a= f(a). 

先 证 明 g 是 RMT 到 六 的 映射 , 即 陪 集 的 象 与 代表 元 的 选择 无 关 . 

事实 上 ,车 [aj] 二 [56], 则 a 一 bE Ker( 有 ,于 是 f(a 一 5) 二 0, 从 而 fa) 一 了 (6), 因 此 9 
是 RMT 到 尺 的 映射 . 

又 若 pg([a1) 二 gp([5]) ,并 注意 到 f 为 环 R 到 环 民 的 同 态 映 射 , 则 有 

fla)=f(0)=>f(a)—f(6)=0> f(a—b)=0, 

所 以 a 一 bE Ker(f), 故 [aj= 二 [6j, 从 而 9 为 单 射 . 

再 者 ,YrER, 因 为 f 为 R 到 RR 的 满 射 ,所 以 3rER, 使 得 


flr)=r. 
这 样 就 有 
pl[Lr])=r. 
所 以 p 为 满 射 . 
最 后 ， 


pl[Lal+[6)=p(Latbl)= f(ath)=o9([a))+o( Lb)), 
plLajlb)=o(Labl))= f(ab)=9p(Lal)p(Lo)). 
综 上 所 述 ,yg 为 同 构 映 射 , 即 R/I 守 R. 
定理 3.3.3 说 明了 任何 一 个 环 到 它 的 每 一 个 商 环 R/T 都 存在 着 自然 同 态 了 ,也 说 明 
环 RR 与 它 的 任意 商 环 同 态 . 定理 3. 3.4 说 明 环 尺 的 任意 同 态 象 必 同 构 于 它 的 某 个 商 环 . 
从 同 构 的 意义 上 ,我 们 可 以 说 环 尺 与 且 只 与 它 的 商 环 同 态 . 


3.3.3 极 大 理想 、 素 理想 与 其 商 环 的 关系 


利用 极 大 理想 可 以 得 到 一 个 域 . 为 了 达到 此 目的 ,首先 利用 极 大 理想 来 构造 一 个 单 
环 , 即 只 有 平凡 理想 的 环 . 
定理 3.3.5 设 1 是 环 R 的 一 个 理想 , 则 
商 环 R/T 是 单 环 二 I 是 环 尺 的 极 大 理想 . 
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证 明 考虑 自然 同 态 I:R>R/I(I 的 核 为 1D). 由 定理 3. 3.2 可 知 ， 
R/T 的 任意 理想 B 的 原 象 B 是 R 的 理想 . 
充分 性 . 设 商 环 R/I 是 单 环 ,B 是 R 的 一 个 理想 ,并 且 
TITCBCR. 
由 定理 3. 3. 2 可 知 ,I(B) 二 B 是 R/T 的 理想 . 
因为 R/T 是 单 环 ,所 以 
B=0 或 B=R/I. 
车 8B8=0, 则 B= 了 ; 
若 5=R/1, 则 B=R. 
可 见 ,包含 了 的 任意 理想 B 只 能 是 I 或 者 环 R, 所 以 I 是 环 R 的 极 大 理想 . 
必要 性 . 设 I 是 环 R 的 极 大 理想 . 任意 取 R/T 的 理想 BB, 则 由 定理 3.3.2 可 知 ,8B 在 I 
下 的 原 象 B 是 R 的 理想 , 且 
ICBER. 
因为 1 是 环 R 的 极 大 理想 ,所 以 B==1 或 B= 二 R. 当 B=1 时 ,B=0. 当 B=R 时 ,8=R/I. 
这 说 明 R/T 的 理想 或 是 零 理想 或 者 是 环 R/T 本身, 也 就 是 说 R/T 是 单 环 . 
引 理 3.3.1 含 么 交换 的 单 环 是 域 . 
证 明 设 尽 是 合 么 交换 的 单 环 . YaER,a 隆 0， (a) 是 尽 的 非 零 理想 . 因为 玉 是 单 
环 , 所 以 
(a)=R. 
从 而 
1€ R= (a). 


于 是 存在 rE 民 , 使 得 
ar 一 7r4 一 1]， 

即 r= 二 a-!1( 注 意 页 为 含 么 交换 环 ,(a) 一 aRR= 玉 ae) ,这 说 明 页 中 非 零 元 均 有 道 , 因 此 丽 为 
除 环 , 且 尺 交换 ,从 而 为 域 . 

定理 3.3.6 设 尺 是 含 么 交换 环 , 了 [是 尺 的 理想 , 则 

R/T 是 域 钨 [是 环 尺 的 极 大 理想 . 
证 明 充分 性 . 设 RMT 是 域 , 所 以 R/T 是 单 环 , 由 定理 3. 3.5 可 知 了 是 极 大 理想 . 
必要 性 . 设 1 是 R 的 极 大 理想 ,由 定理 3.3. 5 可 知 , R/T 是 单 环 . 


易 知 自然 同 态 是 R 到 R/T 的 同 态 满 射 ,所 以 尺 与 其 商 环 R/T 同 态 .R/T 也 就 是 尺 在 
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自然 同 态 的 象 . 而 尺 是 含 么 交换 环 , 由 定理 3. 3. 1 可知,R/T 亦 为 含 么 交换 环 . 
总 之 ,R/T 是 含 么 交换 的 单 环 , 再 由 引 理 3. 3. 1 ,证 得 R/T 是 域 . 
类 似 于 极 大 理想 与 商 环 的 关系 ,下 面 讨 论 素 理想 和 其 商 环 的 关系 . 
定理 3.3.7 设 R 为 含义 交换 环 ,T 为 R 的 理想 , 则 
R/I 是 整 环 eS 是 环 R 的 素 理想 ， 
证 明 ”充分 性 . 设 R/T 是 整 环 ,对 于 任意 的 元 素 a,5ER, 如 果 有 
abE€l, 
则 有 
Lab|=Laj[L6]j=[0]. 
而 R/T 是 整 环 , 即 R/T 没有 零 因 子 , 所 以 
[aj 二 [0j 或 [6] 二 [0]. 
当 [a] 二 [0J 时 ,有 aE€17; 当 [6] 二 [0] 时 ,有 bET. 
也 就 是 
如 果 abET, 则 aET 或 bEL. 
从 而 了 是 环 R 的 素 理想 . 
必要 性 . 因为 RR 为 含义 交换 环 , 由 定理 3. 3.1 和 定理 3.3.5 可 知 ,R/T 也 是 含 么 交换 
环 . 我们 只 需 再 证 明 R/T 无 零 因 子 . 
对 于 [La],[6]E R/T, 如 果 有 [aj[6] 二 [0], 即 [abj 二 [0]. 这 说 明 abE1T. 又 I 是 环 R 的 
素 理想 ,所 以 有 
aET 或 bEI. 
从 而 
[aj 二 [0j] 或 [6] 二 [0]. 
也 就 是 ,如 果 [Laj[5j] 二 [0j], 则 [aj==[0J 或 [6j==[0J. 这 就 证 明了 R/T 无 零 因子 . 又 
及 /了 是 含 么 交换 环 ,所 以 它 是 整 环 . 


3.4 商 域 (分 式 域 ) 


3. 3 节 给 出 了 由 一 个 环 得 到 域 的 一 种 构造 方法 ,本 节 介 绍 第 二 种 构造 域 的 方法 . 
我 们 知道 所 有 的 整数 关于 数 的 普通 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 , 而 有 理 数 集合 却 构成 了 


一 个 域 , 并 且 整 数 环 是 有 理 数 域 的 子 环 . 现在 看 看 这 个 情况 能 和 否 推广 到 一 般 ,就 是 给 了 一 
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个 环 尺 ,可 否 找到 一 个 除 环 或 域 包含 这 个 环 R. 因为 除 环 或 域 没 有 零 因 子 , 所 以 一 个 环 R 
要 能 被 一 个 除 环 或 域 包含 ,有 一 个 必要 条 件 ,就 是 环 尽 不 能 有 零 因 子 . 当 RR 是非 交 换 环 
时 ,这 个 条 件 还 不 充分 ,因为 有 例子 说 明了 :一 个 无 零 因子 的 非 交 换 环 不 一 定 能 被 一 个 除 
环 包含 .但 是 当 尺 是 交换 环 时 ,这 个 条 件 就 充分 了 , 也 就 是 一 个 交换 环 一 定 可 以 扩充 成 
域 . 这 种 构造 域 的 方法 类 似 于 由 整数 环 得 到 有 理 数 域 的 方法 . 

简单 地 说 ,这 节 要 解决 的 主要 问题 是 :R 为 一 个 无 零 因子 交换 环 ,如 何 将 其 扩充 为 一 
个 域 , 即 如 何 找到 域 Q, 使 RSQ. 

为 此 ,我 们 先 研 究 环 的 扩充 . 


3.4.1 环 的 扩充 


首先 需要 解决 问题 是 ,如 果 环 S 与 环 S 同 构 ,S 是 环 R 的 子 环 , 且 R\S 与 S 不 相交 ， 
如 何 找 到 与 R 同 构 的 环 尺 ,使 S 为 RR 的 子 环 . 
引 理 3.4.1 若 集 合 A 与 集合 A 之 间 存 在 一 个 一 一 映射 上 ,并 且 A 中 有 运算 十 和 。 
( 称 之 为 加 法 和 乘法 ) , 则 在 A 中 可 规定 运算 干 和 7 ,使 得 Va,pEA, 有 
Ja 十 六 三 ja) 二 Fo)， 
fla* 6b)=f(a), fo). 
这 样 的 映射 了 称 为 集合 A 与 A 间 的 关于 加 法 和 乘法 的 同 构 映射 . 
证 明 因为 f 为 一 个 一 一 映射 ,所 以 A= 二 f(A) 二 {f(a)laEA}), 且 
fa)=f(0) Sa=b. 
在 4 规定 ， 
Ja) 于 0 一 Fa 十 四， 
fla) wf(0)= fa. 0). 
在 上 述 规定 下 ,f 为 A 与 A 的 同 构 映射 . 
为 简单 起 见 , 下 面 将 A 的 运算 亦 记 为 十 和 。…. 
定理 3.4.1 〈( 挖 补 定理 ) 设 S 是 环 R 的 子 环 ,R\S 与 男 一 个 环 S 不 相交 ((R\S) 门 S 
二 @) 且 S 实 S, 则 存在 与 R 同 构 的 环 尺 ,使 5S 为 尺 的 子 环 . 
证 明 令 R=SU(CR\S), 设 gp 为 S$ 到 S 的 同 构 映射 (关于 S 到 有 中 的 加 法 和 乘法 ). 
定义 映射 AF:R 一 开 如 下 : 
当 aES 时 ,Fa) 一 p(a)， 
当 aER/S 时 ,Fa) 一 a， 
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易 知 了 是 满 射 ,下 面 证 明 f 是 单 射 . 
Va'pER,a 天 0, 若 apES, 则 po) 天 p(o) , 故 Fa) 天 大 0). 
车 a,b 儿 S, 则 Fa) 一 a 天 0 一 AD)， 
若 aES,pgRNAS, 则 f(a) 一 pg(a)€5,f(p) 一 bE R\S. 因 为 R\S 与 5 不 相交 , 故 f(a) 
天 0). 
综 上 ,f 为 R 到 R 的 一 一 映射 
由 引 理 3.4.1, 可 在 及 中 定义 加 法 与 乘法 ,使 R 与 R 关于 各 自 的 运算 同 构 ,余下 只 需 
说 明 S 中 原 有 的 运算 与 S 作为 RR 的 子 集 的 运算 是 一 致 的 . 事实 上 ,由 引 理 3. 4. 1 的 证 明 
可 知 
S=/f(S)=¢(S). 
新 规定 的 加 法 和 乘法 为 :VY f(a),，f(5)E 5, 有 
fla)+ fb)= f(atod), 
fla)*» f(6)= f(a * b). 
而 原 有 的 加 法 和 乘法 为 
pla)+ pb)= platb), 
pla) * (0)—= pla* b). 
可 见 两 者 是 一 致 的 . 


3.4.2 商 域 


定理 3.4.2 每 一 个 无 零 因 子 的 交换 环 都 是 一 个 域 的 子 环 ， 
证 明 设 民 为 无 零 因 子 的 交换 环 , 目 KR 关 (0)(R 为 零 环 时 定理 显然 是 对 的 ) ,下面 分 
4 个 步骤 证 明 . 


(1) 令 
A= 符号 15 了 0,4a,5ER ’ 
在 A 中 规定 关系 一 为 


~ tab =a'b 9 
则 一 是 等 价 关 系 . 
事实 上 ,一 满足 自 反 性 和 对 称 性 . 又 


Ul U2 U2 U3 _ 
人 了 人 =—>aib, Qazb1, azbs3 =bras aibabs—abibras (abs—abi)ab,=—=0, 
3 


pil > M 2 vb 
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若 as 一 0, 则 ca 一 0, 否 则 abs 一 asp 一 0 ,总 之 下 一 呈 , 即 满足 传递 性 ， 
(2) 上 述 等 价 关系 将 A 分 成 若干 类 . 


一 | 所 有 类 [入] 
在 Q, 中 规定 : 
[+]-[ 和 |] 
[| [所 = 六 | 
首先 证 明 这 是 两 个 代数 运算 , 即 若 
[一 [多 [人 一 区 
则 有 
[号 -5 
并 有 [ziebed 


， -ee 
式 (3. 3) 与 式 (3.4) 相 乘 得 到 acb'd = 二 a'‘c'b4d 坊 式 (3.2) 成 立 ， 
式 (3.3) Xded' 十 式 (3.4) X6bb' 二 式 (3. 1) 成 立 . 


显然 Q, 关于 加 法 构成 交换 群 , 零 元 是 | 吨 | ,| 全 | 的 负 元 是 | 地 2 | 


(3) Q 的 全 体 非 零 元 对 乘法 构成 交换 群 ， 


设 | 华 | 关 [0]( 注 意 此 时 “天 0, 因 为 若 一 0, 则 | 入 | 一 [o]) ,于 是 : 


EEC 
[$a J-[& j=-[#] 


(3. 1) 


(3.2) 


(3. 3) 


(3. 4) 
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Yy A BB 一 b 

| 和 | 是 乘法 的 单位 元 ,| 生 | 的 逆 元 是 [ 隔 | 

容易 验证 Q, 中 的 ( 非 ) 零 元 关于 乘法 满足 封闭 性 ,结合 律 和 交换 律 . 也 就 是 说 Qu 的 
全 体 非 零 元 对 乘法 构成 交换 群 . 

进一步 ,Q, 是 一 个 域 (注意 ,R 中 未 必 有 乏 元 1, 因 此 不 一 定 有 [1]). 

(4) 令 

R, 一 ([ 坚 ]ig 为 固定 非 零 元 ,a 为 R 中 任意 元 素 |. 
规定 映射 f:R—R, 为 


[wen, 


则 显然 f 为 满 射 . 
下 面 再 证 明 f 为 单 射 . 
若 广 天 rr , 则 flr)fr) ,否则 即 有 


eS] 


dr “9 一 072 “9， 


也 就 是 


于 是 得 到 7 一 7 
又 


Fr 十 mm) 一 [|]= 怠 二 上 = 于 上 +[ 嗓 |=Fn)+Fr， 


A 


因此 f 是 同 构 映 射 , 所 以 R 实 Ro ,Ro 导 Q& ,根据 定理 3.4. 1, 存 在 环 Q, 且 Q 人 Qu ,使 RS 
Q. 显然 Q 是 域 . 

上 面 Q,(Q) 的 构造 看 起 来 很 复杂 ,实际 上 并 非 如 此 . Q 既然 是 包含 R. 的 域 ,那么 R 的 
每 一 个 非 零 元 5 在 Q 中 都 有 闭 元 5 ,因而 


ab 1—b at(a,b€ER,bA0) 


在 Q 中 有 意义 .其 实 Q 的 结构 也 恰 为 
{ab !|a,bER,bAO). 


定理 3.4.3 设 Q={ab"'|a,bER,b 尖 0),Q@ 一 {[ 参 je,bER,6z#0], 则 Q 与 Q。 
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同 构 . 

证 明 定义 映射 和 QQ 为 

-1 Ta 
ab | 上， 

则 太 为 Q 到 Q。 的 满 射 ， 

车 

[1]=[ |],6 #0 200 eb>ab "ab 
即 了 为 单 射 . 又 
flab'!+ed ')= f(adb ad ’'+cbb 'd ')=f((adi+cb)b 'd !) 


= [和 <]= [ 辫 ] 上 +[ 计 |= Fat) 二 Aca 


aprlcd-0 = f(acd 1d-!)= | 从]=| 1[§ ]= Fa ) fied-'). 


综 上 所 述 Q 与 Q。 同 构 ， 


另外 还 有 
[2 [=[ [=[ [9] . 


注意 到 :4b 1 会 全, 则 有 以 下 计算 性 质 : 


可 以 看 出 Q 和 R 的 关系 恰好 与 有 理 数 域 与 整数 (偶数 ) 环 的 关系 一 样 ,Q 的 构造 并 不 
复杂 . 
定义 3.4.1 设 尺 是 无 零 因 子 的 交换 环 , 令 
Q= 1a,bER,bEO ， 
则 Q 是 包含 民 的 一 个 域 , 称 为 环 RR 的 商 域 ( 分 式 域 ). 
由 定理 3. 4. 2 和 定理 3. 4. 3, 有 两 个 以 上 元 素 的 没有 零 因 子 的 交换 环 至 少 有 一 个 


商 域 . 
。68 。 
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包含 R 的 域 可 能 不 止 一 个 ,下 面 我 们 将 证 明 包 含 R 的 域 都 以 R 的 商 域 为 子 域 . 
定理 3.4.4 设 尺 是 一 个 至 少 有 两 个 元 的 环 ,F 是 包含 R 的 域 , 则 下 也 包含 民 的 一 
个 商 域 . 
证 明 设 下 是 包含 R 的 域 , 记 
ab 一 0 ia 一 站， aypERRD 天 0， 
做 下 的 子 集 
Q= labER,bEO . 


显然 QQ 是 R 的 一 个 商 域 . 

定理 3.4.4 说 明 商 域 是 包含 R 的 最 小 域 . 环 的 商 域 可 能 不 止 一 个 ,但 它们 满足 计算 
性 质 ,而 这 些 计 算 性 质 完全 取决 于 R 的 加 法 和 乘法 ,这 也 就 是 说 , 环 R 的 商 域 完 全 取决 于 
RR 的 构造 .所 以 可 以 得 到 : 

定理 3.4.5 同 构 的 环 的 商 域 也 同 构 , 即 一 个 环 最 多 只 有 一 个 商 域 . 


3.5 唯一 分 解 环 


整数 环 中 每 一 个 整数 (不 包括 0 和 1) 都 可 以 唯一 分 解 成 素数 的 乘积 ; 数 域 上 每 一 个 
次 数 大 于 零 的 多 项 式 ,都 可 以 唯一 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 我 们 将 整数 环 和 多 项 式 
环 的 因子 ( 式 ) 分 解 的 概念 推广 到 一 般 的 整 环 上 . 本 节 主 要 讨论 整 环 上 的 因 式 分 解 理论 . 


3.5.1 基本 概念 


首先 将 初等 代数 中 的 整除 .因子 或 因 式 、 倍 数 或 倍 式 、 素 数 的 概念 推广 整 环 上 . 

定义 3.5.1 设 民 是 整 环 ,a,p,pe 均 是 尺 中 的 元 素 . 

若 存在 元 素 cERR, 使 得 5 二 ac, 就 称 a 整除 5, 记 作 a15, 也 称 a 是 5 的 因子 ,5 是 a 的 
倍 式 . 否则 记 为 atz. 

称 尺 中 有 逆 元 的 元 素 为 单位 . 

若 存 在 单位 e, 使 得 6 二 ea, 称 5 为 a 的 相伴 元 . 

显然 环 中 元 素 的 相伴 关系 是 一 个 等 价 关 系 , 因 此 如 果 5 为 a 的 相伴 元 ,a 也 为 5 的 相 


伴 元 . 易 知 两 个 元 素 相伴 的 充分 必要 条 件 是 它们 互相 整除 . 
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如 果 a 是 R 的 非 零 元 , 则 有 a 二 ele 'a) ,其 中 e 是 单位 ,可 见 单 位 和 ae 的 相伴 元 一 定 
是 a 的 因子 . 称 这 两 类 因子 为 a 的 平凡 因子 ,其 余 的 因子 (如 果 还 有 的 话 ) 称 为 a 的 真 
因子 . 

例 3.5.1 求 出 Gauss 整 环 Zi 中 所 有 的 单位 以 及 整数 5 的 所 有 真 因子 . 

解 设 e==a 二 bi 是 Zi 中 的 任 一 单位 , 则 有 7E 2[], 使 得 

en=1,1el’|yl’=1. 
这 里 只 能 有 |el: 二 a: 十 二 1, 从 而 只 有 
a 二 士 ],56 二 0 或 a 二 0, 5 二 十 1., 

即 e 只 能 是 士 1 及 土 i. 因此 士 1 和 土 i 是 Z[ 训 中 的 全 部 单位 . 

设 a 二 a 十 bi 是 5 在 2Z[ 训 中 的 任 一 真 因 子 , 则 存在 6E 2Z[], 使 

5 一 ap， 
从 而 
Jal*18|?=25, 

这 里 只 能 有 |al’ 二 1,5 或 25. 

因为 a 是 5 的 真 因 子 , 所 以 jaj? 关 1,25. 否则 :如 果 |al? 一 1,a 是 单位 ;如 果 |al? 二 25， 
则 18|* 二 1,8 是 单位 ,从 而 a 是 5 的 相伴 元 . 这 都 与 a 是 5 的 真 因子 矛盾 ,所 以 只 能 有 


lal: 二 a 十 所 二 5. 
fa 一 士 1 a 一 士 2 
解 此 方程 得 | ”或 {2 
于 是 5 的 真 因 子 只 有 8 个 ,分 别 是 
士 ] 士 2i, 士 2 士 i. 


定义 3.5.2 设 尺 是 整 环 ,apg 均 是 尺 中 的 元 素 . 

如 果 a 是 尺 的 非 零 元 ,a 不 是 单位 ,而 且 a 没有 真 因子 , 则 称 a 为 不 可 约 元 素 或 既 约 
元 ,否则 称 a 为 可 约 元 . 

如 果 pp 是 RR 的 非 零 元 ,p 不 是 单位 ,而 且 当 plab 时 ,有 pla 或 p15, 则 称 p 为 素 元 . 

例如 ,在 整数 环 中 ,全 体 素 数 是 既 约 元 也 是 素 元 . 但 在 Gauss 整数 环 中 ,素数 就 不 一 
定 是 既 约 元 了 . 例如 ,2 是 素数 ,但 2 一 (1 十 DC(1 一 让 , 而 1 二 ii 和 1 一 ;都 是 不 可 闭 的 , 即 都 
不 是 单位 ,所 以 2 不 是 既 约 元 ,显然 2 也 不 是 素 元 . 下面 的 例子 将 说 明 在 环 Z[V5i] 中 ,3 
是 既 约 元 ,但 不 是 素 元 . 

例 3.5.2 证 明 3 在 整 环 

Z[v5i]= {atbv5ila,bE Z} 
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中 是 既 约 元 ,但 不 是 素 元 ， 

证 明 首先 易 知 ,Z|V5i] 中 的 单位 只 有 士 1， 

下 面 证 明 若 |zx|: 王 9, 则 ce 是 既 约 元 . 

事实 上 , 若 6 一 a 十 5V5i 是 we 的 任 一 因子 , 则 有 yEZ[V5i], 使 得 

a 一 By， 
从 而 
18|l? lyl*:=|al’=9. 
这 里 只 能 有 |B|: 二 a? 十 58? 二 1,3,9, 但 易 知 |B8|? 二 a 十 58 二 3 不 可 能 , 故 只 有 
18|* 一 a? 十 52? 一 1 或 9. 

当 |8|? 二 1 时 ,8 是 单位 ， 

当 |B8|: 二 9 时 ,17 时 二 1, 即 7 是 单位 ,从 而 8 是 相伴 元 . 

总 之 ,a 的 因子 或 是 单位 或 是 相伴 元 ,因此 a 只 有 平凡 因子 ,所 以 a 是 既 约 元 . 

由 此 可 知 3 和 2 士 V5i 都 是 既 约 元 . 但 由 于 

3|(2 十 V5i)(2 一 V5i)， 

而 3 不 能 整除 其 中 的 任 一 个 ,所 以 3 不 是 Z[V5i] 中 的 素 元 . 

确定 一 个 环 中 的 所 有 婚约 元 和 素 元 不 是 容易 的 事 . 但 素 元 和 既 约 元 有 着 非常 密切 的 
关系 ,一 般 我 们 有 : 

定理 3.5.1 在 整 环 尺 中 , 素 元 一 定 是 既 约 元 . 

证 明 设 p 是 素 元 ,a 是 p 的 因子 , 即 有 非 零 元 5b, 使 得 p= 二 ab, 由 素 元 的 定义 可 知 p| 
a 或 p15. 车 pla; 则 a 是 p 的 相伴 元 .车 p15, 则 存在 非 零 元 c, 使 得 6 二 pec, 这 样 就 有 思 = 
ab 一 acp, 因 为 RR 中 满足 消去 律 ,得 ac==1, 即 a 是 单位 . 总 之 a 是 平凡 因子 ,这 说 明 p 没有 
真 因 子 , 所 以 p 是 既 约 元 . 

由 例 3. 5. 2 可 以 看 出 定理 的 逆 是 不 对 的 , 即 既 约 元 不 一 定 是 素 元 . 

定义 3. 5.3 车 整 环 R 中 的 既 约 元 都 是 素 元 , 则 称 R 满足 素性 条 件 . 


3.5.2 唯一 分 解 环 


为 叙述 简单 ,用 符号 R* 表示 R 中 非 零 元 ,而 符号 U 表示 尺 中 的 所 有 单位 构成 的 
集合 . 
定理 3.5.2 设 尺 是 整 环 ,元 素 aER" 一 U, 则 a 是 可 约 元 的 充分 必要 条 件 是 存在 5， 
cER* 一 U ,使 得 < 一 pc， 
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证 明 ”必要 性 .a 是 可 约 元 素 , 故 a 有 真 因子 65, 即 存在 cE R' ,使 < 一 bc, 显然 GE 
R"* 一 U. 易 知 c&KU, 否 则 5 是 a 的 相伴 元 ,与 2 是 真 因子 矛盾 . 

充分 性 . 若 存在 b,cER' 一 U ,使 < 一 pc, 则 2 不 是 a 的 相伴 元 . 否则 存在 xED ,使 

b=ua, a—=bc=uac, 
即 
uc=1. 
这 与 cK&U 相 矛 盾 . 

这 样 ,2 不 是 a 的 相伴 元 ,又 不 是 单位 ,所 以 5 是 a 的 真 因子 ,从 而 a 是 可 约 元. 

下 面 我 们 讨论 整 环 里 的 因 式 分 解 理论 . 

定义 3.5.4 如 果 

(1) a 二 pipr*…*prspi(1 人 i 人 7) 是 民 的 既 约 元 ， 

(2) 若 同 时 有 a 二 gig.*…9; ,gq; (1 太志;) 是 民 的 既 约 元 ,那么 + 二:;, 适 当 调 整 g; 的 次 
序 后 ,有 ad = 一 sipi(e; 是 单位 ,1 委 : 委 >)， 

则 称 整 环 R 的 元 a 有 唯一 分 解 . 

因为 零 元 不 是 既 约 元 , 整 环 又 没有 零 因子 , 故 零 元 不 能 表示 成 既 约 元 的 乘积 . 同样 单 
位 也 不 能 表示 成 既 约 元 的 乘积 . 因此 在 整 环 中 , 零 元 和 单位 当然 都 不 能 唯一 分 解 .但 是 判 
断 其 它 元 素 能 否 唯一 分 解 ,也 是 很 困难 的 ,有 时 甚至 是 不 可 解决 的 . 即使 我 们 要 判断 一 个 
元 素 是 否 是 既 约 元 ,有 时 也 是 不 容易 的 . 例如 ,要 判断 环 下 Lzj 中 的 多 项 式 是 否 不 可 约 就 
比较 困难 . 但 是 对 有 些 环 中 的 有 些 元 素来 说 ,就 容易 些 . 

例如 ,在 Z(vV5i) 中 3 和 2 士 V5i 都 是 既 约 元 ， 

9 一 3X3 一 (2 十 V5i)(2 一 V5i)， 
3 又 不 与 2 士 V5i 中 的 任 一 个 相伴 ,可 见 9 不 能 进行 唯一 分 解 . 

定义 3.5.5 在 整 环 尺 中 ,如 果 对 任意 的 元 素 e, 当 a 不 是 零 元 ,又 不 是 单位 时 , 它 就 
有 唯一 分 解 , 则 称 R 是 唯一 分 解 环 . 

下 面 讨论 唯一 分 解 环 的 性 质 . 由 前 面 的 讨论 知道 , 素 元 一 定 是 既 约 元 ,但 既 约 元 不 一 
定 是 素 元 . 可 是 在 整数 环 和 域 上 的 多 项 式 环 中 , 素 元 和 既 约 元 是 一 致 的 . 我 们 将 这 个 结论 
推广 到 一 般 的 唯一 分 解 环 上 . 

定理 3.5.3 设 R 是 唯一 分 解 环 ,p 是 R 的 既 约 元 , 则 p 是 R 的 素 元 . 即 唯一 分 解 环 
满足 素性 条 件 . 

证 明 设 志 是 R 的 既 约 元 ,如 果 

plab, 
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其 中 a,b 为 R 中 的 元 素 .也 就 是 存在 cER" ,使 
cp=ab. 

车 4 二 0 或 6 二 0, 则 pla 或 p16. 

车 aEU, 则 ab 是 5 的 相伴 元 ,所 以 p16. 

车 bEU, 则 pla. 

以 下 对 a,6ER* 一口 讨 论 , 设 cp 二 ab, 则 cFU. 

事实 上 ,如 果 cEU, 即 c 是 单位 ,那么 cp 就 是 p 的 相伴 元 . 易 知 , 既 约 元 的 相伴 元 也 
是 既 约 元 ,从 而 cp 也 是 既 约 元 . 而 a,b5E R* 一 U, 说 明 a,6b 是 cp 的 真 因子 ,这 是 一 个 矛 
盾 . 于 是 c&U, 妈 cER* 一 U. 

设 


c= pip2"** pr sa—=qig2""*g, b= gi ga gs, 
其 中 p:(1<<i<) ,qj (Qj<7) ,qi(1<&h<s) 是 既 约 元 , 则 有 


pp1ip2'"*pr— qq°"*g; qi ga qd;. 
由 分 解 的 唯一 性 可 知 ,p 必定 是 菜 个 q; 或 9 ;的 相伴 元 ,因此 pla 或 p15. 
在 一 定 意 义 上 ,上 述 定 理 的 道 定理 也 是 成 立 的 , 它 也 是 判断 上 唯一 分 解 环 的 依据 . 
定理 3.5.4 若 整 环 尺 满足 ， 
(1) VaER 一 U,a 可 分 解 为 有 限 个 既 约 元 的 乘积 ; 
(2) RR 满足 素性 条 件 . 
则 R 是 唯一 分 解 环 . 
证 明 由 (1 可知, 存在 既 约 元 pi ,ps，…,p, ,使 4=pips*…p,. 
若 另 有 分 解 式 a 一 qq;…g, ,qi 为 既 约 元 ,i 二 1,2,…,s, 则 
Pip2"**p,= qig2""*g;. 
对 7 用 数学 归纳 法 来 证 明 分 解 的 唯一 性 . 
当 7v 二 1 时 ,车 s 隆 1, 则 户 有 真 因子 qi ,与 pi 为 既 约 元 矛盾 . 
假设 rk 一 1 时 ,分 解 的 唯一 性 成 立 . 
当 7 一 & 时 ,由 
万 1 访 "pr = qq 9 


Pil|giq2*"*qg;» 
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i | 某 个 gis» 
不 妨 设 i 二 1( 调 换 次 序 以 后 ) ,于 是 g 一 sg 是 和 的 相伴 元 ,其 中 es EL. 
而 


0 
由 归纳 假设 可 知 A 一 1 一 * 一 ], 且 gq; 二 8p; 为 q; 的 相伴 元 ,其 中 2 委 ; 魏 &. 于 是 得 到 &R 一 :, 且 
qi eipi, lik. 
整数 环 中 的 最 大 公 因 数 和 数 域 上 多 项 式 环 F[z] 中 的 最 大 公 因 式 的 概念 和 讨论 ， 
也 可 以 在 唯一 分 解 环 中 得 到 推广 . 
定义 3.5.6 如 果 整 环 R 中 的 元 素 c 是 al ,cz，…a 的 因子 , 则 称 c 是 这 x 个 元 素 的 
公 因 子 .如果 4d 是 a1,az ，… ,a 的 一 个 公 因 子 ,而 且 41,as，… ,a 的 任何 公 因 子 都 是 4 的 
一 个 因子 , 则 称 4 是 ai ,as，,… ,a 的 最 大 公 因 子 . 
定理 3.5.6 设 R 为 唯一 分 解 环 , 则 RR 中 任意 两 个 元 素 都 有 最 大 公 因 子 存 在 , 且 最 
大 公 因 子 之 间 只 差 一 个 单位 因子 . 
证 明 对 于 RR 中 任意 两 个 元 素 a,65, 若 a==0, 则 显然 5 是 a 与 5 的 一 个 最 大 公 因 子 ; 
若 a 是 单位 , 则 显然 a 就 是 a 与 5 的 一 个 最 大 公 因 子 . 因此 ,下 面 设 4 与 2 既 不 是 零 元 也 
不 是 单位 . 
设 
a 一 ggz gr， b=gig2""*g, 
为 a 与 6 的 因子 分 解 , 其 中 q; ,gq; 为 素 元 , 且 假 定 pi ,ps，…,p, 是 
qisq2 "gq 12," gs 
中 互 不 相伴 的 素 元 ,而 其 中 别 的 元 素 都 同 某 个 p; (1 太志 n) 相 伴 . 这 样 ， 
a 与 2 可 表示 为 
一 ec 由 1 pr 四 ,bepr pr pr ， 
其 中 sses 是 单位 ,而 ti,k; (1 二 i,j 声 n) 是 非 负 整 数 . 
令 1 二 min{t;,k;) 1 和; 委 2, 且 
4 一 加 有 ， 
则 显然 4 是 a 与 6 的 一 个 公 因子 
又 假定 c 是 a 与 5 的 任 一 个 公 因子 ,车 c 是 单位 , 则 当然 c1d; 车 < 不 是 单位 , 则 令 
c 一 pipi"…pi,p! 是 案 元 ,1<is<t. 
由 于 cla, 故 每 个 pi1a, 从 而 pi 整除 某 个 pj;. 但 二 者 都 是 率 元 , 故 相伴 . 这 样 可 设 
cepr pr "pe", 
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其 中 es. 是 单位 ,m 是 非 负 整数 .由 于 cja, 且 pi 与 p;(i 关 站 互 不 相伴 , 故 mi 所 4. 

辣 理 可 得 mj; 志 ki. 因此 mj; 声 4;, 从 而 ci4, 即 4 是 a 与 5 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

假定 d 也 是 a 与 8 的 一 个 最 大 公 因 子 , 则 易 知 4 与 4 互相 整除 ,从 而 二 者 相伴 . 

利用 数学 归纳 法 可 进一步 推广 这 个 定理 . 

推论 3.5.1 唯一 分 解 环 尺 中 的 元 素 al ,as ,…，,a 在 R 中 有 最 大 公 因 子 存 在 , 而 且 
其 任意 两 个 最 大 公 因 子 均 相伴 . 

定义 3.5.7 如 果 唯 一 分 解 环 RR 中 的 元 素 a1,a:,，…,a, 的 最 大 公 因 子 是 单位 , 则 称 
这 nn 个 元 素 互 素 , 并 记 为 (a ,az,，"… 41) 一 1. 

关于 元 素 的 互 素 有 以 下 结论 : 

定理 3.5.4 在 唯一 分 解 环 尺 中 ,如 果 alac,(Ca,p)=1 , 则 alc. 

请 读者 自己 证 明 . 


3.6 主 理想 整 环 和 欧 民 环 


本 节 讨 论 两 类 唯一 分 解 环 一 一 主 理想 整 环 和 欧 氏 环 ,这 两 类 环 在 环 论 中 也 起 着 非常 
重要 的 作用 . 


3.6.1 主 理想 整 环 


定义 3.6.1 如 果 整 环 尺 的 每 一 个 理想 都 是 主 理想 , 则 称 RR 为 主 理想 整 环 . 
设 Z 是 整数 环 , 则 Z 的 全 部 理想 为 nZ(n 之 0) ,因此 整数 环 是 主 理想 整 环 .而 Z 上 的 
多 项 式 环 Z[Lx] 不 是 主 理想 环 , 因 为 (2,x) 不 是 主 理想 . 
但 应 注意 ,虽然 模 ”剩余 类 环 Z, 的 全 部 理想 都 是 主 理想 ,但 是 当 n 是 合 数 时 Z, 有 
零 因 子 , 所 以 2Z, 不 是 主 理想 整 环 . 
主 理想 整 环 是 唯一 分 解 环 ,为 了 证 明 这 个 结论 ,我 们 先 证 明 两 个 引 理 , 而 这 两 个 引 理 
本 身 也 是 重要 的 结论 . 
引 理 3.6.1 如 果 尺 是 一 个 主 理 想 整 环 , 在 序列 
Ql 9Q2 9 dn ys aER 
中 ,每 个 元 素 是 前 面 元 素 的 真 因 子 , 则 这 个 序列 是 个 有 限 序 列 . 
证 明 做 主 理想 
(a1), Cas) (as)，…， 
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由 于 aiti 是 a 的 因子 ,显然 
(ar)C(as)C CCa)… 
令 
N=_U ai), 

则 易 知 N 是 RR 的 一 个 理想 . 

又 尺 是 主 理想 整 环 , 所 以 N 是 主 理想 . 设 

N=(d),d€R, 
由 于 dE NN, 所 以 4 属于 某 个 Ca). 如果 dE (a,), 则 a 是 序列 中 的 最 后 一 个 元 素 . 
如 车 不 然 ,假设 在 a 后 面 还 有 元 素 4am11，, 则 由 于 
dE€E (an) anti EN= (4d), 

有 amld,d|awmti;y 所 以 aw [lamnti, 这 与 aw+1 是 a 的 真 因子 矛盾 . 

引 理 3.6.2 主 理想 整 环 中 每 一 个 既 约 元 生成 的 理想 是 极 大 理想 . 

证 明 设 尺 是 主 理想 整 环 ,a 是 环 R 的 一 个 既 约 元 ,B 为 R 的 任意 理想 , 且 满 足 

Ca)SBSR. 

因为 R 是 主 理想 整 环 , 所 以 存在 65ER, 使 B==(5), 于 是 bla,a 是 既 约 元 . 因此 5 或 者 
是 单位 ,或 者 是 a 的 相伴 元 . 如 果 是 单位 , 则 B== (6) 二 R. 如 果 5 是 a 的 相伴 元 , 则 B= 
(6)= (a). 

定理 3.6.1 主 理想 整 环 是 唯一 分 解 环 . 

证 明 我们 利用 定理 3. 5.4 证 明 . 

设 R 是 一 个 主 理想 整 环 ,a 为 R 中 的 任意 一 个 非 单 位 的 非 零 元 . 

首先 证 明 a 能 够 表示 成 有 限 个 既 约 元 的 乘积 . 

用 反 证 法 . 如 果 a 不 能 表示 成 有 限 个 既 约 元 的 乘积 , 则 a 不 是 既 约 元 . 设 它 的 真 因子 
为 aa, 则 有 

2 一 410， 
易 知 5 也 是 a 的 真 因子 . 其 中 ai ,6 至 少 有 一 个 不 能 表示 成 有 限 个 既 约 元 的 乘积 ,否则 a 
就 能 够 表示 成 有 限 个 既 约 元 的 乘积 了 .不 妨 设 ai 不 能 表示 成 有 限 个 既 约 元 的 乘积 , 则 a 
不 是 既 约 元 . 同样 ,a, 又 有 真 因子 a; ,而 az 不 能 表示 成 有 限 个 既 约 元 的 乘积 ,等 等 . 如 此 
下 去 ,可 得 到 一 个 无 限 序列 
CT CI 9 
其 中 每 个 都 是 前 一 个 的 真 因子 ,与 引 理 3. 6. 1 矛盾 . 这 说 明 a 能 够 表示 成 有 限 个 既 约 元 
的 乘积 . 
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再 证 明 R 中 的 既 约 元 p 是 素 元 . 

设 plab, 则 ab 二 rp&E(p) ,因此 在 商 环 R/(p) 中 [ab1] 二 [50]. 由 引 理 3.6.2 可 知 ,(p) 
是 极 大 理想 ,又 R 是 含义 交换 环 ,由 定理 3. 3.6 可 知 ,R/(p) 是 域 . 所 以 R/(p) 没 有 零 因 
子 . 由 [a6bj] 二 [0J 得 知 或 者 [a] 二 [01, 或 者 [6] 二 [0], 从 而 pla 或 者 p15, 这 说 明 p 是 
素 元 . 

综 上 ,根据 3. 5 节 定 理 3. 5.4 证 得 主 理想 整 环 是 唯一 分 解 环 . 

下 面 我 们 介绍 另 一 类 唯一 分 解 环 一 一 欧 氏 环 . 


3.6.2 欧 氏 环 


定义 3.6.2 一 个 整 环 工 叫做 欧 氏 环 ,如 果 
(1) 有 一 个 从 工 的 非 零 元 全 体 到 非 负 整数 集 的 映射 
$:T" >2* U {0). 

(2) 取 a€1" ,V6bET, 都 有 5b 二 qa 十 r(q,rET), 这 里 +r 二 0 或 $(7)< 过 g(a) 

例 3.6.1 整数 环 2 是 一 个 欧 氏 环 . 

证 明 定义 映射 $:Z* -Zr U1{0} 为 

$:a>|al=$(a). 
Yb5bEZ, 取 a 关 0, 有 
b 二 ga 十 r， 

其 中 r==0, 或 者 $8(7) 二 |r| 过 lal= 二 g(a). 所 以 整数 环 Z 是 一 个 欧 氏 环 . 

例 3.6.2 数 域 刁 上 的 多 项 式 环 下 [zj 是 一 个 欧 氏 环 . 

证 明 令 FLzj\{0)? 到 非 负 整 数 集 的 有 映射 p 为 

7Cz) 一 FCz) 的 次 数 . 
在 FLzj] 中 任 取 f(x) 及 g(x) 隆 0, 存 在 FLzx] 中 的 多 项 式 q(x) ,r(x) ,满足 
f(x)=g(zx)qg(x) r(xr), 

其 中 r(x)= 二 0 或 r(z) 的 次 数 小 于 g(x) 的 次 数 . 

定理 3.6.2 欧 氏 环 是 主 理想 整 环 , 因 而 是 唯一 分 解 环 . 

证 明 设 尺 是 一 个 欧 氏 环 ,6 为 R" 一 R\{0}) 到 韭 负 整 数 集 上 的 映射 ,T 是 RR 的 任意 
理想 . 若 工 是 零 理 想 , 则 工 是 主 理想 . 

设 I 关 (0}, 取 5ET, 使 

Sb)=min{6Cc) |cETI,c0}). 
设 aE€71, 则 有 gq,rER, 使 4 二 qb 十 +, 故 r 二 a 一 gb€T. 如 果 7r 关 0, 则 
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8(7) <8(b), 
与 5 的 选取 矛盾 . 因此 rr 二 0,a 一 96, 即 1 二 (6) ,I 为 主 理想 . 


3.7 多 项 式 环 


多 项 式 环 在 环 论 中 起 着 非常 重要 的 作用 ,这 一 节 我 们 首先 将 高 等 代数 中 数 域 上 多 项 
式 推 广 到 环 上 ,进一步 讨论 环 上 多 项 式 的 性 质 . 


3.7.1 环 上 的 一 元 多 项 式 


设 R 是 环 ,x 是 一 个 文字 , 称 为 未 定 元 ,i 是 一 个 非 负 整数 . 形 如 
aix', a€ER 
的 式 子 叫做 系数 在 R 中 的 未 定 元 z 的 单项 式 . 形 如 
an 十 QZ 1 十 十 az 二 ao， ai:€ER,i=1,2,",n 

(其 中 ”为 任意 非 负 整数 ) 的 式 子 称 为 系数 在 环 R 上 未 定 元 z 的 多 项 式 ,简称 环 R 上 的 
(一 元 ) 多 项 式 . 

多 项 式 中 az 叫做 它 的 i 次 项 ,a; 叫做 i 次 项 的 系数 . 如 果 w 一 0, 通 常 在 表达 式 中 省 
略 aiz 这 一 项 . 

我 们 习惯 用 记号 f(x) ,g(xz) 来 表示 多 项 式 . 

设 f(z) 和 g(x) 是 环 R 上 的 两 个 多 项 式 , 如 果 它 们 同 次 项 的 系数 都 相等 ,我 们 就 说 
f(x) 和 g(x) 相等 , 记 作 f(x)==g(x). 

下 面 我 们 定义 多 项 式 的 两 种 运算 . 

设 


f(z) = Daz', g(x) = Spr, 
i 二 j=0 


令 MM 一 max{n,m}), 且 


规定 f(x) ,g(xz) 的 和 为 
M 
fT) + g(r) = Yat ob) ri 
i=0 
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Qnt! =ants = "dpm =0, 
Dnt+1 = bnt2 = bm 一 0. 


规定 f(x) ,g(x) 的 积 为 


f(x)g(r) = 3 (Pap )zi. 
容易 验证 环 RR 上 的 多 项 式 关 于 上 述 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 . 
定义 3.7.1 环 R 上 的 全 体 多 项 式 关 于 多 项 式 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 , 称 这 个 环 
为 R 上 多 项 式 环 , 记 为 R[x]. 
类 似 地 ,我 们 给 出 多 元 多 项 式 的 定义 . 
设 zi ,zz，…,zs 是 n 个 文字 , 设 Ri 一 RLz],R; 一 Ri[zx2] ,RR, 1[zx,j]. 
形 如 
a EE RC( 只 有 有 限 个 asi 非 零 )， 


的 式 子 叫 做 系数 在 环 尺 上 的 zi ,xs，… ,zx, 的 多 项 式 ,简称 尺 上 的 多 元 多 项 式 ， 

类 似 地 定义 加 法 和 乘法 ,多 元 多 项 式 也 构成 一 个 环 , 称 为 多 元 多 项 环 , 记 为 R[xi， 
ZX2 ss ]. 

定义 3.7.2 设 Fz)=aiz" 十 ai 1 十 … 十 az 十 ao 为 环 尺 上 的 多 项 式 . 如 果 a, 关 
0, 称 a, 是 f(x) 的 首 项 系数 ,a。 是 常数 项 ,并 称 nn 是 多 项 式 f(z) 的 次 数 , 记 作 
deg (f(x)). 

当 f(z) 的 所 有 系数 都 是 0 时 , 称 为 零 多 项 式 , 仍 用 0 表示 . 规定 零 多 项 式 的 次 数 
为 一 w. 次 数 委 0 的 多 项 式 称 为 常 多 项 式 . 如 果 RR 有 单位 元 1 且 首 项 系数 a 一 1, f(x) 就 
称 为 首 一 多 项 式 . 

通过 计算 两 个 多 项 式 的 和 与 积 ,我们 得 到 : 

定理 3.7.1 设 /zl),g(Cz)EeRLz], 则 

deg(f(zx)+g(x))<max{deg( f(x)) ,deg(g (x))}, 
deg(f(x)g(zx))<deg f(z)) deglg (zx)). 

如 果 尺 是 整 环 , 则 有 

deg(CFGCz)g(z)) 一 deg(CFGz)) 十 deg(Cg(CZz))， 

我 们 如 果 将 常 多 项 式 视 为 R 中 的 元 素 , 这 样 尺 就 可 以 视 为 尺 [Lz] 的 子 环 ,由 此 尺 的 
一 些 性 质 可 以 推广 到 R[x] 上 . 
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定理 3.7.2 设 R 是 环 , 则 有 : 

(1) RL[zj 是 交换 环 当 和 且 仅 当 RR 是 交换 环 ; 

(2) RLzj 是 有 单位 元 的 环 当 且 仪 当 R 是 有 单位 元 的 环 ; 
(3) RLzj 是 整 环 当 且 仅 当 R 是 整 环 . 


3.7.2 域 上 的 一 元 多 项 式 


我 们 把 系数 在 域 下 中 的 多 项 式 称 为 域 上 的 多 项 式 . 从 上 面 的 定理 容易 看 出 ,一 个 域 
上 的 多 项 式 环 FLz] 一 定 是 整 环 . 

定义 3.7.3 设 f(z) 和 g(x) 是 域 下 上 的 任意 两 个 多 项 式 ,g(z) 关 0. 如 果 存 在 一 个 
多 项 式 q(x) EF[z], 使 得 

fx)=q(zx)g(z) 
成 立 ; 则 称 g(x) 整 除 f(x) ,或 者 f(zx) 被 g(xz) 整 除 , 记 作 gCx)| f(z). 

同时 我 们 把 gCx) 叫 做 f(z) 的 因 式 ,而 把 f(x) 叫做 g(x) 的 倍 式 . 

显然 ,任意 一 个 多 项 式 , 一 定 有 两 类 因 式 ,一 类 是 非 零 的 常 多 项 式 , 另 一 类 是 多 项 式 
本 身 . 我 们 把 这 两 类 因 式 称 为 多 项 式 的 平凡 因 式 ,否则 就 称 为 非 平 凡 因 式 . 

如 果 一 个 多 项 式 不 能 写成 两 个 非 平 凡 因 式 的 乘积 ,我 们 就 称 这 个 多 项 式 是 不 可 约 多 
项 式 ,或 既 约 多 项 式 . 

不 可 约 多 项 式 在 多 项 式 环 乃 至 域 论 中 都 起 着 非常 重要 的 作用 ,后 面 的 定理 可 以 看 到 
FLzj] 中 的 每 一 个 多 项 式 都 可 以 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . FLz] 上 多 项 式 也 有 类 似 数 
域 上 的 多 项 式 的 性 质 . 

定理 3.7.3 (多 项 式 带 余 除法 ) 对 于 FLz] 中 的 任意 两 个 多 项 式 f(x) 和 g(x), 其 中 
8(X) 关 0, 一 定 存 在 FLzj] 中 的 多 项 式 ga(z) 和 r(x) ,满足 

f(x)=q(rx)g(zr) tr(r), 
其 中 deg(r(zx))<deg(g(x)). 

证 明 如果 deg(f(z))<deg(g(z)), 取 q(x) 一 0,r(z) 二 f(x), 则 定理 成 立 . 

下 面 假设 deg(f(z)) 之 deg(g(x)) ,并 设 f(z) 和 g(x) 的 次 数 分 别 为 n,m. 对 f(x) 的 
次 数 作 (第 二 ) 数 学 归纳 法 . 

假设 对 次 数 小 于 二 的 多 项 式 , 结 论 成 立 . 现在 考查 ”次 多 项 式 情况 . 

令 az" ,bx” 分 别 表示 多 项 式 f(x) 和 g(x) 的 首 项 ,多 项 式 

fi(z)=f(x)—b lar” mg(Z) 
的 次 数 小 于 n. 由 归纳 法 假设 ,对 族 (zx) ,g(x) 存 在 gi (xz) 和 rilx) ,使 
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fi(x)=q (zx) gr) tr (x), 
且 deg(r CCz))<deg(CgCz)). 于 是 
f(x)= (q(x)+b 1az ”")g(r)+ri(z). 


即 有 
q(x)—=q(z)+b iar ”, r(x)=ri (rx) 
使 
fz)=g(r) g(r)+r(z) 
成 立 . 


由 数学 归纳 法 ,对 任意 的 f(x) 和 &(z) 天 0, 多 项 式 g(x) 和 v(x) 存在 性 就 证 明了 . 
例 3.7.1 f(x)=2zx’ 十 x 二 4X 十 3EFs[zxj,g(x) 一 3x’: 十 1 EFsLxj, 有 
f(z)=(47x’ 十 2x: 十 2x 十 1)g(zx) 十 2z 十 2. 

定理 3.7.4 设 下 是 域 ,那么 下 上 的 多 项 式 F[xj 是 主 理想 整 环 . 即 对 任意 的 非 零 理 
想 J ,存在 多 项 式 g(r) € F[zx], 使 得 J = (g(x)). 

证 明 因为 J 关 {0}, 因 此 J 本 中 一 定 存 在 非 零 多 项 式 . 假设 g(x) 是 三 中 次 数 最 低 的 多 
项 式 , 下 面 证 明 g(x) 是 本 的 一 个 生成 元 . 

设 f(z) 是 丁 中 的 任意 一 个 元 素 , 则 根据 定理 3. 7. 3, 一 定 存在 q(x) 和 r(x)E€F[z] 
使 得 

f(x)=g(x)g(x)+r(zr) ,deg(r(r))<deg(g(x)). 
又 因为 本 是 理想 ,g(x)EJ, 所 以 g(x)g(z)EJ ,从 而 
rl(rz)=f(x)—g(x)g(r) EJ, 

并 且 deg(r(x))<deg(g(x)). 

但 是 根据 假设 ,g(z)? 是 了 中 次 数 最 低 的 多 项 式 , 因 此 >(z) 王 0, 也 就 是 说 f(x) 王 
g(x)g(z), 所 以 J 二 (g(x)). 

定义 3.7.4 假设 用 (zx), fi(z) 是 F[zj 中 多 项 式 ,FLzxj] 中 的 多 项 式 d4(z) 称 为 
用 (zx) ,f(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 ,如 果 它 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1) dz) 是 f(x) ,f(z) 的 公 因 式 ，; 

(2) 若 cCz)EFLzj] 也 是 它们 的 公 因 式 , 则 c(Cz) 整 除 <(z)， 

公 因 式 和 最 大 公 因 式 的 概念 很 容易 推广 到 有 限 个 多 项 式 上 ,下 面 证 明 若 干 个 多 项 式 
的 最 大 公 因 式 的 存在 性 ,性 质 和 求法 . 

定理 3.7.5 假设 及 (zx) ,f(z),…,f,(z) 是 FLxj 中 的 一 组 多 项 式 , 则 FLzj 中 存在 
它们 的 最 大 公 因 式 d(x) ,并 且 更 进一步 ,存在 1 (zx) ,bs (zx),… ,bs(x) 蕊 FLzj 使 得 
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dlx) = Dh) ic). 
证 明 令 = (Dot) pid) lclz) € F[zj]}), 则 是 F[zj 中 的 理想 , 且 f(x) € 
J .由 于 F[zxj 是 主 理想 整 环 , 所 以 存在 多 项 式 4(x) E F[zxj, 使 ] 二 (d(xz)), 所 以 d(xzx) 整 
除 每 个 多 项 式 fi Cx) ,f(x),… ,f(z). 
假设 di (z) 也 整除 fi (zx) ,fs (x) "°° ,fa (TX) , 则 对 于 FLzl] 任 意 的 多 项 式 


C1CX) ,ce (XT) ,cn (XT), 


di(zx) |c Cx) fi Cz) es x) fo Cx) ete, Cr) fo x). 
也 就 是 di (xz) 能 写成 f(z), fo (x),…,f,《x) 的 组 合 形 式 , 从 而 di (x)EJ, 所 以 
di(zx) |alz). 
又 因为 4(x)EJ, 所 以 存在 多 项 式 bi (zx) ,bs,《z),…,b, (x)EF[Lzxj, 使 


d(x) = Dbi(z) filx), 
i=1 


容易 看 出 f(x), f(x),… ,f(x) 的 首 一 最 大 公 因 式 是 唯一 的 , 记 为 
Cfix), fi (rx) f(x)). 
如 果 ( 有 (7) ,iCx) ,f(z)) 二 1, 则 称 多 项 式 f(x) ,fi (x),…,f, (Xx) 互 素 . 
关于 互 素 多 项 式 有 以 下 性 质 . 
定理 3.7.6 设 f(zx),g(z) ,h(x)EF[xj,h(z)|f(zx)gCx); 那 么 如 果 (h(zx), 了 f(x)) 
=1, 则 h(x)) g(r). 
证 明 根据 定理 3.7. 5, 存 在 多 项 式 s(x) ,i(x)EF[Lzxj, 使 
s(xX) fx)tt(r)h(z)=1 
两 边 同 时 乘 以 g(x) ,得 
gCT)=s(r) f(r) gr) Hilr h(x) gr) 
=—=s(z) (fr) gr)) Hh er) tr) g(r)). 
因为 h(xz) 整 除 上 式 右边 的 每 一 项 ,因此 h(xz) 也 整除 上 式 的 左边 , 即 h(x) | g(x). 
类 似 于 高 等 代数 中 数 域 上 多 项 式 的 最 大 公 因 式 的 方法 一 一 轧 转 相 除 法 ,我们 可 以 求 
得 FLzj 中 多 项 式 的 最 大 公 因 式 ， 
相对 于 多 项 式 的 最 大 公 因 式 ,我 们 也 可 以 定义 多 项 式 的 最 小 公 倍 式 . 
定义 3.7.5 设 f(z),g(x)EF[xj,m(x) 是 域 下 上 的 另 一 个 多 项 式 . 如 果 
(1) fx) |m(zr), g(x) |m(lz); 
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(2) 对 于 h(x)EFLzj], 如 果 也 有 hCGz)| f(r),hCr)|gCz), 则 m(z)|hCz). 
那么 m(z) 就 叫做 f(x) 和 g(x) 的 最 小 公 倍 式 , 记 作 [f(x),g(z)j], 或 lem(f(x),g(z)). 

定理 3.7.7 设 p(z) 是 FLzj] 中 的 一 个 多 项 式 ,由 plx) 生 成 的 理想 为 (p(x)), 则 

(pl(z)) 是 F[zxj] 中 的 极 大 理想 局 p(x) 是 不 可 约 多 项 式 ， 

证 明 ”充分 性 , 设 p(xz) 是 FLxj 中 的 不 可 约 多 项 式 . 

假设 是 F[xj 的 一 个 理想 ,上 且 (pC(zx)) 己 J .如果 J 关 (p(x)), 则 只 需要 证 明 = 
Flzxj. 

取 多 项 式 r(x)EJ, 但 r(x) 儿 (p(x)). 因 为 p(x) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 , 所 以 

(p(x) sr(z))=1 或 (p(x) sr(z))=p(z). 
但 由 于 rz) 儿 (pCz)), 因 此 pCx)hrlz) ,从 而 (pCr) ,rz)) 关 p(x) ,所 以 
(plz),r(z))=1. 
根据 定理 3. 7. 6 ,存在 多 项 式 *(z),tz)EFLzj], 使 得 
SCz)zDCz) 十 上 Cz)r(CZz) 一 1 
但 p(x),r(x)EJ, 因 此 
s(xX)pX)Hir) rz)=1€EJ, 
所 以 J 二 FLzxj]. 这 样 就 证 明了 (p(x)) 是 极 大 理想 . 
必要 性 . 设 (p(zx)) 是 FLzxj] 中 的 极 大 理想 ,p(x) 是 FLz] 中 可 约 多 项 式 . 令 
p(X)=p1(7x) ps (7x), 
其 中 1 寺 deg(pi(x)), deg(p; (zx))<deg(p(lx)). 

根据 主 理想 的 结构 ,不 难得 到 (p(x))CCpi(z)) 关 FL[xj, 这 与 (p(x)) 是 FLzj] 中 的 极 
大 理想 相 巴 盾 . 结论 得 证 . 

推论 3.7.1 设 p(x) 是 多 项 环 FLzj 中 的 一 个 多 项 式 , 则 商 环 F[xj/(p(x)) 是 域 当 
且 仅 当 p(x) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 . 

证 明 充分 性 . 设 p(x) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 . 由 定理 3.7.7 可 知 ,p(x) 生 成 的 理想 
(p(x)) 是 极 大 理想 . 再 由 定理 3.7. 2 可 知 ,FLz]j 是 含 么 交换 环 . 最 后 根据 定理 3. 3.6 可 
知 ,FLz]/(zCz)) 是 一 个 域 . 

必要 性 . 设 商 环 FLz]/(p(Cz)) 是 域 . 由 定理 3.7. 2 可 知 ,F[z] 是 含 么 交换 环 . 再 由 定 
理 3.3.6 可 知 ,，(p(z)) 是 极 大 理想 . 最 后 由 定理 3.7.7 可 得 ,p(xz) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 . 

定理 3.7.8 设 下 是 域 ,pC(r) ,fi(z) ,f(zx),…,f,(zx)EF[xj, 且 p(xz) 是 不 可 约 多 
项 式 . 如 果 p(x)| f(z)fe《(z)… fm(7z), 则 p(x) 一 定 整 除 至 少 其 中 的 一 个 因 式 . 


证 明 由 推论 3.7.1 可 知 , QQ 二 F[zj/(p(x)) 是 域 . 我 们 考察 这 个 域 的 结构 . 
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用 [fj (Cz)] 表 示 Q 中 f(z) ,j= 二 1,2,…,m 所 在 的 等 价 类 ,由 题 设 知 在 QQ 中 
[LA Cx)]* Lfa Cx) fa x)= fi (x) fz) f(z)]=L0]. 

因为 Q 没 有 零 因子 ,所 以 至 少 有 一 个 [f; (x)j= 二 50j, 即 f;《z)E (pC(z)). 所 以 
plzx) |f;Cx). 

由 素 理 想 的 定义 和 不 可 约 多 项 式 的 这 个 性 质 ,不 难得 到 不 可 约 多 项 式 生成 的 理想 也 
是 素 理想 . 也 就 是 说 ,FLz] 中 的 极 大 理想 也 是 素 理想 . 

另外 这 个 定理 的 结论 ,使 我 们 也 把 不 可 约 多 项 式 称 为 素 多 项 式 , 它 实际 上 是 环 下 [z] 
中 的 一 个 素 元 . 

因为 FLz] 是 主 理想 环 ,而 主 理想 环 一 定 是 唯一 分 解 环 , 于 是 有 : 

定理 3.7.9 (唯一 分 解 ) 设 F(z) 是 域 让 上 的 一 个 正 次 数 多 项 式 .那么 f(x) 一 定 可 
以 写成 

COz) 一 Q 力 Cr po CXL p, (rT) , 

其 中 a€EF 下 ,p(x) (i 二 1,2… ,了 1) 是 不 同 的 不 可 约 多 项 式 ,k; 之 1 ,i 一 1,2… ,14, 而 且 在 忽略 次 
序 的 情况 下 ,这 种 分 解 是 唯一 的 . 


3.8 环 和 域 在 循环 码 中 的 应 用 


纠 错 编码 是 一 种 信道 编码 ,在 通信 系统 中 ,用 于 提高 信号 传输 的 可 靠 性 .下面 我 们 使 
用 环 或 域 上 的 多 项 式 来 构造 一 种 纠 错 码 一 一 循环 码 . 

循环 码 是 一 类 重要 的 线性 码 . 它 具 有 严谨 的 代数 结构 ,其 性 能 易于 分 析 , 编 码 译 码 电 
路 简单 易于 实现 ,所 以 应 用 很 广泛 . 

我 们 先 从 线性 码 谈 起 . 为 了 提高 信号 传输 的 准确 性 ,在 信息 编码 时 ,需要 加 入 些 元 余 
信息 ,用 来 检 错 和 纠 错 . 一 个 (n,) 线 性 分 组 码 C 是 称 为 码 字 < 的 n 维 向 量 的 集合 .n 是 码 
长 ,k 是 信息 位 长 .一 个 向 量 的 汉 明 重量 是 向 量 中 非 零 分 量 的 个 数 , 零 向 量 称 为 零 码 字 . 在 
分 组 码 C 中 所 有 非 零 码 字 的 最 小 汉 明 重量 称 为 分 组 码 C 的 最 小 码 距 d. 二 元 线性 码 是 码 
字 为 Fs 上 的 向 量 构成 的 集合 . 如 果 二 元 线性 码 的 最 小 码 距 为 d, 则 它 能 够 纠正 任意 小 于 
等 于 L d 一 1/2 个 差错 . 

下 面 我 们 以 一 个 例子 给 出 构造 线性 (分 组 ) 码 的 一 种 方法 . 
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例 3.8.1 一 个 (5,3) 线 性 分 组 码 的 生成 矩阵 为 
1000 1 
0 1 0 11|. 
00 111 
设 m 王 Cm,mz,ms) 为 消息 ,mG 二 c 为 m 的 码 字 . 具体 如 下 :消息 集合 M={(000)， 
(001) ,C010) ,C011), (100) ,C101), (110), (111)) ,对 应 的 编码 为 C={(00000), (11011)， 
(01011), (10001), (10110) ,C01100) ,C11101) , (00111)}. 

用 生成 矩阵 构造 的 线性 码 关 于 向 量 的 加 法 构成 一 个 群 , 所 以 这 种 线性 码 也 称 为 群 
码 . 同样 ,一 个 [n,&j 二 元 线性 码 也 是 形 ( 二 元 二 维 向 量 构成 的 向 量 空间 ) 的 & 维 子 空间 . 

类 似 于 例 3. 8. 1, 我们 给 出 一 个 (7,4) 分 组 码 , 16 个 码 字 分 别 为 (0100011)， 
(1000110), (0001101), (0011010), (0110100), (1101000), (1010001), (1100101), 
(1001011), (0010111), (0101110), (1011100), (0111001), (1110010), (1111111), 
《0000000). 由 这 些 码 字 可 以 看 出 每 个 码 字 的 右 ( 左 ) 循 环 移 位 得 到 的 向 量 仍然 是 码 字 , 具 
有 这 种 性 质 的 分 组 码 称 为 循环 码 . 具体 定义 如 下 : 

定义 3.8.1 设 C 为 (2 有 ) 线 性 码 , 若 对 于 任意 一 个 码 字 c= (a,_1,a,_:，… ,ao), 都 有 
c 一 (aaoya li) 也 是 一 个 码 字 , 则 称 C 为 循环 码 ， 

我 们 给 出 一 种 用 多 项 式 的 方法 构造 循环 码 的 方法 . 

设 F,(g 为 素数 或 素数 寡 ) 是 g 元 域 , F,[z] 表 示 F 上 的 多 项 式 环 . F(z) 为 F 上 的 一 
个 ?次 多 项 式 ,(F(z)) 是 F[zj] 的 一 个 理想 ,F,[xz]/(F(x)) 是 商 环 , 当 F(x) 是 上 的 
不 可 约 多 项 式 时 , (F(x)) 是 极 大 理想 ,从 而 F,[zxj/CF(z)) 是 域 .而 F,[zxj/CFCx)) 的 元 
素 为 


G= 


FLzxJ/(F(z)= {ar xz 十 ao sx" ?二 ao] |a EF, ,1<i<n—1) 
人 (az 十 aaz ?十 十 go la EF,,1<i<n—1). 
设 C 是 一 个 nn 长 码 字 集合 ,c 二 (a 1,4,-2，,… a0),aiEF, 是 一 个 码 字 , 邻 
fz)=a 17" 十 aa 二 "二 qxztao EF, [Lz]. 

这 样 我 们 就 在 码 字 和 集合 C 与 Fu[z]/CFCz)) 建 立 了 一 一 对 应 关系 . 码 字 c 对 应 的 多 项 式 
称 为 码 多 项 式 . 

定理 3.8.1 FLzxj/(x" 一 1) 的 一 个 子 环 I 的 原 象 C 是 循环 码 的 充分 必要 条 件 是 I 
是 理想 . 


证 明 必要 性 . 设 子 环 工 的 原 象 集 C 是 循环 码 , 对 于 任意 1 中 的 多 项 式 
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jz) 一 aiZ 1 十 ao at 十 十 az 十 ao， 
以 及 F,[x1/《z" 一 1) 中 任意 多 项 式 
g(X)=6, 17" 1THo zx" tb r+ oo. 
我 们 只 需 证 明 f(x)gCzx)ET 即 可 . 
设 f(x) 的 原 象 为 ci 二 (a,-_i,as_2，"*,40)EC, 则 
Xf XT)=a Ta sx ar caorea, sx"! 二 "十 ar 二 Taox+a,1 (mod(r’ ~—1)) 
f=a aT Ta rr 十 十 ax? 十 ani1Xa x” 1 二 "a 17X+a, 2 (mod(x’—1)) 


Xf(r)=ar’ ar 1 二 十 qsX 三 QoX” 1 十 az ?十 十 asX 十 a (mod(z" 一 1)) 
由 于 C 是 循环 码 , 所 以 f(x) ,zf(z),…,x”!f(z) 的 原 象 均 为 码 字 , 从 而 
fr) rf x rT I fr) EL. 

jz)gCzD) 一 pz fT) TO f(z) 十 … 十 bo f(z) 的 原 象 为 

ba an 2 a0) Tb Ca a 2 0) 十 十 bo (Can ia sao) 人 0 
由 循环 码 的 特性 知道 ,5EC, 所 以 f(x)g(z) 是 65 的 象 ,从 而 fCx)gCx)El. 

充分 性 . 因为 了 是 理想 ,所 以 I 的 原 象 集 C 显然 是 线性 码 . 

任 取 码 字 ci 二 (a,_1,4aw-s，"… ,ao) EC, 其 象 为 

f(x)=as rx” Ta zx" 二 Tartaoc EL. 

因为 I 是 理想 ,所 以 zf(z) 一 a,_zx”!' 十 aw.3X” 2 十 … 十 aoz 十 aaETzrz) 的 原 象 为 
cz 一 (awayd sdoya1) ;从 而 cs EC, 这 说 明 C 是 循环 码 . 

从 定理 3. 8. 1 中 我 们 可 以 得 到 结论 :一 个 循环 码 是 商 环 F,[zxj/(x" 一 1) 的 一 个 理想 ， 
反之 ,此 商 环 的 一 个 理想 必 是 循环 码 . 

F,[x]/《x" 一 1) 是 主 理想 环 , 所 以 它 的 任意 理想 都 是 主 理想 , 主 理想 的 生成 多 项 式 称 
为 码 的 生成 多 项 式 . 从 而 码 多 项 式 都 是 生成 多 项 式 的 倍 式 . 

这 样 ,构造 循环 码 的 问题 就 转化 为 构造 理想 的 生成 多 项 式 的 问题 . Fj[zj/(z" 一 1) 上 
的 一 个 2 一 & 次 多 项 式 生成 的 主 理想 对 应 下 , 上 的 一 个 (n,k) 循 环 码 . 事实 上 , 设 g(z)E 
FLzj]/《z" 一 1) 是 一 个 +r 次 多 项 式 , 则 
(gz))={m zr mT mmo) g(r) mEF,,0RKm<n—1—r)}. 

由 此 可 见 , 由 g(x) 生 成 的 主 理想 中 有 gq” “个 元 素 , 而 (2 有 循环 码 共有 4 个 码 字 ,只 


需要 求 n 一 r==k, 即 当 r= 二 n 一 kk 时 ,由 g(x) 生 成 的 主 理想 对 应 一 个 (n,&) 循 环 码 . 
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由 这 些 结论 可 以 得 到 : 
(1) 构造 一 个 (n,k) 循 环 码 , 就 是 找 一 个 能 除 尽 x" 一 1 的 2 一 & 次 多 项 式 gCz) 在 
Fs[zxj/(x" 一 1) 中 ,构造 由 g(x) 生 成 主 理想 . 
(2) 主 理想 中 的 每 个 多 项 式 就 是 一 个 码 多 项 式 , 码 多 项 式 的 原 象 就 是 码 字 . 所 有 这 些 
码 字 集合 就 是 (n,k) 循 环 码 . 
例 3.8.2 在 ,上 构造 一 个 (7,4) 循 环 码 . 
解 ”首先 zx' 一 1 二 (x 十 1) (x 十 Xx 十 1) (x 十 Xz 十 1), 选 g(x) 二 十 x 十 1, 则 
ZEg(CT) 一 2 十 Z 十 Z， 
Xig(X)=Xx 十 xX! 十 xz?， 
Z3g(Z) 一 6 十 Z5 十 Xx’. 
与 它们 对 应 的 码 字 为 (0001101),(0011010),(0110100),(1101000). 把 它们 作为 生 
成 矩阵 的 行 ,就 得 到 了 (7,4) 循 环 码 的 生成 矩阵 . 


1 1 0 1 0 0 0 
0 1 1 0 1 0 0 
G= 
0 0 1 1 0 1 0 
0 0 0 1 1 0 1 
则 C=cG(lcE 户 ) 就 是 (7 ,4) 循 环 码 . 
习 题 


1. 证 明 在 ZXZ 中 定义 加 法 和 乘法 如 下 :(ae' 纪 十 (cd) 一 (ae 十 cb 十 da,p)(Ccsd) 
二 (ac,bqd). 其 中 Ca,b),(c,d) 为 ZXZ 中 的 任意 元 素 .求证 :ZXZ 是 一 个 有 零 因 子 的 含义 
交换 环 . 

2. 设 R 是 无 零 因 子 环 , 且 只 有 有 限 个 元 素 , 证 明 R 是 除 环 . 

3. 车 环 R 的 非 零 元 素 e ,满足 e 二 e, 则 称 z 为 千 等 元 ,证 明 若 无 零 因子 环 R 有 知 等 
元 e, 则 民 为 含义 环 ,e 为 R 的 么 元 . 

4. 车 环 R 对 于 加 法 做 成 一 个 循环 群 ,证 明 R 是 交换 环 . 

5. 证 明 : 若 民 是 一 个 除 环 , 则 尺 中 无 零 因 子 ， 

6. 证 明 :有 限 的 整 环 一 定 是 域 . 
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7. 设 下 上 是 一 个 有 4 个 元 素 的 域 , 证 明 ， 

(1) 下 的 特征 是 2; 

(2) 下 中 非 零 元 和 非 么 元 都 满足 x? 二 zx 十 1. 

8. 设 [aj 是 模 n 的 一 个 剩余 类 ,证 明 ; 车 (a,n) 二 1, 则 所 有 [aj 中 的 数 都 与 互 素 . 

9. 证 明 : 所 有 与 互 素 的 模 的 剩余 类 对 于 剩余 类 的 乘法 做 成 一 个 群 . 

10. 证 明 : 若 (a,n) 二 1, 则 a”” 二 1(mod n) (gp(n) 表 示 与 7 互 素 且 不 超过 nn 的 正 整数 
的 个 数 )， 

11. 求证 :交换 环 R 中 全 部 输 零 元 素 ( 即 存在 自然 数 n, 使 "一 0 的 元 素 ayaER) 组 
成 的 集合 N 是 环 尺 的 理想 . 

12、 找 出 模 6 剩余 类 环 的 所 有 理想 . 


13. 设 I ,1, 9 ,JT,.… 均 是 环 R 中 的 理想 ,并 且 SLS…SL…, 求 证 :集合 U1 也 
是 环 尺 的 理想 . 


a 0 
14. 求证 -| 
bc 


有 理想 . 

15, 设 RR 是 全 体 复数 a 十 bi(a,5E 2) 按 复数 的 加 法 和 乘法 做 成 的 环 ,R/(1 十 让 中 有 
多 少 个 元 素 ? R/ (1 十 让 是 域 吗 ? 

16. 设 尺 是 全 体 偶数 做 成 的 环 ,证 明 :(4) 是 尺 的 极 大 理想 ,但 R/(4) 不 是 域 . 

17. 设 /是 从 环 尺 到 环 R 的 一 个 同 态 满 射 ,证 明 :f 是 同 构 映射 当 且 仅 当 Ker(P 是 
R 的 零 理 想 . 

18. 求证 ; 含 么 交换 有 限 环 的 素 理 想 一 定 是 极 大 理想 . 

19. 写 出 模 12 的 剩余 类 环 Za 的 全 部 理想 ,哪些 是 素 理想 ,哪些 是 极 大 理想 ? 

20. 令 Z[i 二 {m 十 ni|m,n€2), 证 明 Z[ 记 是 一 个 整 环 ,并 确定 ZL 订 的 商 域 . 

21. 令 Z[V2 ] 一 {mnV2|m,nE€2), 证 明 Z[Y2 ] 是 一 个 整 环 ,并 确定 其 商 域 . 
2. 令 R=Z(Y5) 二 (a 十 b VY 一 51a,6E 2Z),R 是 唯一 析 因 环 吗 ?3 是 尺 中 的 不 可 约 
元 素 吗 ? 3 是 素 元 吗 ? 

23. 设 尺 和 民 都 是 整 环 ,R 是 唯一 析 因 环 ,又 存在 从 R 到 尺 的 满 同 态 映 射 g, 试 问 扩 
是 唯一 析 因 环 吗 ? 

24, 证明 Gauss 整数 环 Z[ 让 二 {a 十 bila,5E 2Z) 是 欧 氏 环 . 
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25. 证 明 域 一 定 是 欧 氏 环 . 
26. 设 尺 是 整 环 ,REz] 是 尺 上 的 一 元 多 项 式 环 ,F(z),gCz)ERLz .证明 :deg(Fg) 
二 deg() 十 deg(g). 试问 对 一 般 的 交换 么 环 , 上 式 是 否 成 立 ? 


27. 设 Q 是 有 理 数 域 ,ww 一 一 十 十 如 i, 证 明志 在 Q 上 是 代数 的 , 且 Q[w] 宕 QLz]/ 


(z2 十 zx 十 1)， 

28. 设 尺 是 整 环 ,求证 RR 上 的 一 元 多 项 式 环 R[Lzj] 也 是 整 环 . 

29. 设 RLzjJ 是 含 么 元 的 交换 环 尺 上 的 一 元 多 项 式 环 . 证 明 ;0 天 jz) 是 RRLz] 的 零 因 
子 的 充分 必要 条 件 是 存在 0 关 cER, 使 cFGz) 一 0， 
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通过 理想 研究 环 ,是 研究 环 的 基本 方法 ,但 是 , 域 只 有 平凡 理想 ,因此 这 种 方法 不 适 
合 对 域 的 研究 . 研究 域 的 最 基本 的 方法 是 对 域 进行 扩张 ,这 种 域 的 扩张 起 源 于 数 域 的 
扩张 . 

本 章 主要 讨论 单 扩 域 .代数 扩 域 ,分裂 域 和 有 限 域 等 . 我 们 虽然 只 研究 了 它们 的 基本 
性 质 ,但 通过 这 些 简单 性 质 可 以 让 我 们 理解 研究 域 的 最 基本 的 方法 . 


4.1 域 的 单 扩 张 


4.1.1 索 域 与 扩 域 的 概念 


定义 4.1.1 如 果 域 下 是 域 E 的 子 域 , 则 称 域 下 为 E 的 一 个 扩 域 . 

例如 ,复数 域 是 实数 域 的 扩 域 ,而 复数 域 和 实数 域 又 都 是 有 理 数 域 的 扩 域 . 有理数 域 
是 最 小 的 数 域 , 它 不 含 任何 真子 域 . 

定义 4.1.2 ”如果 一 个 域 不 含 真子 域 ,就 称 它 是 一 个 素 域 . 

可 见 , 有 理 数 域 是 一 个 素 域 . 另外, 当 p 为 素数 时 ，Z, 也 是 素 域 . 实际 上 ,在 同 构 意义 
下 ,它们 是 所 有 的 素 域 . 

定理 4.1.1 若 域 已 的 特征 为 零 , 则 已 包含 一 个 与 有 理 数 域 同 构 的 素 域 ; 若 马 的 特 
征 为 素数 请, 则 已 包含 一 个 与 Z, 同 构 的 素 域 . 

证 明 考虑 瑟 中 的 子 集 

及 一 (zele 是 已 的 单位 元 ,7 为 整数 ). 

则 尺 是 EE 的 子 环 . 

作 整 数 环 到 R 的 映射 /:Z>R 为 

。 90 ， 


第 4 章 扩 域 


fn)=ne, 
则 了 是 从 2Z 到 RR 的 满 同 态 映 射 .也 就 是 整数 环 Z 与 同 态 . 
分 情形 讨论 如 下 : 
(1) 当 五 特征 为 堆 时 ,ker( 亡 王 (10) ,了 为 同 构 映 射 , 即 
ZR. 


由 定理 3.4.5 可 知 ,Z 的 商 域 与 R 的 商 域 同 构 . 2 的 商 域 是 有 理 数 域 ,R 的 商 域 是 包 
含 R 的 最 小 的 域 ,也 就 是 五 的 一 个 素 域 . 因此 R 的 商 域 , 即 E 的 一 个 素 域 与 有 理 数 域 
同 构 . 

巨 包 含 尽 的 商 域 . 因此 已 包含 了 一 个 与 有 理 数 域 同 构 的 子 域 , 这 个 子 域 显 然 是 素 域 . 

(2) 当 五 的 特征 是 素数 户 时 ,由 环 同 态 基本 定理 ,有 


Z/ker(f)R. 
而 
ker(f)=(p), 
其 中 ,(p) 表 示 由 p 生成 的 理想 .因此 
Z/(p)Z,SR. 


而 Z, 明显 是 一 个 素 域 . 因此 R 也 是 一 个 素 域 . 也 就 是 说 若 下 的 特征 为 素数 娟 , 则 王 包 含 
了 一 个 与 Z， 同 构 的 素 域 . 

由 这 个 定理 我 们 可 以 直接 得 到 下 面 两 个 推论 . 

推论 4.1.1 设 开 是 一 个 素 域 , 当 它 的 特征 为 零 时 ,天 与 有 理 数 域 同 构 . 当 它 的 特征 
是 素数 p 时 ,K 与 2 同 构 . 

另外 由 定理 的 证 明 过 程 ,可 以 看 出 , 若 记 域 E 的 单位 元 为 e, 则 


K= TE | mn€ ne 天 0 
是 五 的 一 个 素 子 域 . 在 同 构 意义 下 是 下 的 唯一 素 子 域 . 
推论 4.1.2 每 个 域 都 包含 一 个 素 域 且 仅 只 包含 一 个 素 域 . 
4.1.2 扩 域 的 结构 


设 五 是 域 眉 的 一 个 扩 域 .从 瑟 中 取出 一 个 子 集 S ,用 F(GS) 表 示 巨 的 包含 民 和 S 的 
最 小 子 域 , 称 之 为 添加 集合 S 于 下 所 得 的 扩 域 . 易 见 FC(S) 是 E 中 包含 玉 和 S 的 所 有 子 
域 的 交集 . 事实 上 ,可 以 证 明 


F(S)= re mE€S,1<i<n,nE N]. 


glaisas).. .0 
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其 中 Ql Q2 9""" 9Qn 是 S 中 任意 有 限 个 元 素 » fo az 9 On) ECalyaz ,Qn) 是 系数 取 自 F 
的 关于 a1 ;az ,… ,a 的 任意 多 项 式 ,当然 ga1 az ，"… an) 关 0. 
适当 选取 集合 S, 可 以 使 E 二 FCS), 因 此 EE 是 一 切 添 加 S 于 F 所 得 子 域 的 交集 . 接 下 
来 ,我 们 讨论 S 为 有 限 集 的 情形 . 设 S= {ail,az，… yan) , 记 FCS) 为 Fla yas,"* a). 
定理 4.1.2 令 瓦 是 域 下 的 一 个 扩 域 ,Si ,S; 是 EE 的 两 个 子 集 .那么 
FCS1)(S,)=F(S1 US,)=F(S,)(S). 
证 明 F(S:)(S:) 是 包含 F(Si) 与 S; 的 域 ,当然 也 是 包 合 下 ,Si ,Si 的 域 ,从 而 是 包 
含 下 与 S1US; 的 域 .但 是 FCS1U Ss) 是 包含 与 S1US;: 的 最 小 的 域 , 故 
FCSI US )EF(S)(S,). 
另 一 方面 ,FCS1 US;) 包 含 下 与 S1US;, 从 而 也 包含 下 ,Si ,Si ,当然 也 包含 FCS1) 与 
Ss. 但 下 (S1)(S;) 是 包含 (S11) 与 S: 的 最 小 的 域 ,所 以 
F(S1)(S,)EF(S, US,). 
因此 
F(S)(S,)=F(S, US,). 
类 似 可 以 证 明 
F(S,) (CS,)=F(S; US;). 
根据 这 个 定理 ,我 们 有 
下 (al sya" an) = Fla) (gs) (ar)。 
这 样 对 扩 域 (gi ;as ，,… a) 的 研究 ,可 以 归结 为 对 向 下 添加 一 个 元 素 而 得 到 的 扩 域 
的 研究 , 即 是 下 面 讨论 的 单 代 数 扩 域 . 


4.1.3 域 的 单 扩 域 ( 张 ) 


定义 4.1.3 设 记 是 下 的 一 个 扩 域 ,a€ 下 . 添加 元 素 ac 于 域 下 的 扩 域 下 Ca) 称 为 下 的 
一 个 单 扩 域 ,或 单 扩张 . 

定义 4.1.4 设 E 是 F 的 一 个 扩 域 ,a€E E. 如 果 存 在 下 中 不 全 为 零 的 元 素 ao al，…， 
av ,使 

ao 十 aia 十 azo 十 … 十 ana" 一 0， 

则 称 x 为 下 上 的 代数 元 . 否则 称 a 为 上 的 一 个 超越 元 . 

当 a 是 下 上 的 代数 元 (超越 元 ) 时 ,F(a) 称 为 下 的 一 个 单 代 数 扩张 ( 单 超越 扩张 ). 

例如 ,V2 ,i 都 是 有 理 数 域 上 的 一 个 代数 元 ,圆周 率 x 是 有 理 数 域 上 的 一 个 超越 元 . 但 


圆周 率 x 是 实数 域 上 的 一 个 代数 元 ， 
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下 面 讨 论 单 扩 域 的 结构 . 

定理 4.1.3 车 a 是 下 上 的 一 个 超越 元 , 则 Fla) 实 FL[z] 的 商 域 ;车 a 为 Ff 上 的 一 个 
代数 元 , 则 Fla) 宇 F[xj/(p(zx)), 其 中 p(xz) EF[Lxj 是 一 个 唯一 确定 的 首 项 系数 为 1 的 
不 可 约 多 项 式 , 且 pla) 二 0. 

证 明 考虑 映射 ,FLz]->FLaj， 


f(2ar')= Za0', 
则 了 是 一 个 满 同 态 映 射 . 分 情形 如 下 : 
(1) 当 a 是 上 的 超越 元 时 ,ker( 了 有 ) 二 {0),f 是 同 构 映射 .因此 F[xzj 的 商 域 与 FLaj 
的 商 域 同 构 . 而 F(a) 的 商 域 就 是 下 (a). 因此 F(a) 衬 FL[z]j] 的 商 域 . 
(2) 当 a 是 下 上 的 代数 元 时 ,由 环 同 态 基 本 定理 ， 
Flo)F[zx]/ker(f). 
由 定理 3.7.4 可知 ,F[z] 是 一 个 主 理想 环 ,所 以 ker( 有 二 (p(x)) ,p(x)EF[Lzxj 是 一 
个 不 可 约 多 项 式 , 在 首 项 系数 为 1 的 前 提 下 , 它 是 唯一 确定 的 . 再 者 ,F[xj/ker(f) 中 的 零 
元 (p(x)), 它 的 象 pl(a) 是 F(a) 上 的 零 元 ,所 以 有 pla) 二 0. 
最 后 由 推论 3.7.1 可 知 ,F[zxj/(pCzx)) 是 一 个 域 , 因 此 F(a) 衬 F[z]/ (p(xz)). 


4.1.4 单 扩 域 的 存在 性 与 唯一 性 


前 面 我 们 给 出 了 单 扩 域 的 结构 ,那么 给 定 域 下 以 后 ,是 否 有 下 的 单 扩 域 存在 呢 ?” 单 
超越 扩 域 的 存在 性 比较 容易 看 出 . 事实 上 ,下 上 的 未 定 元 x 就 是 上 的 一 个 超越 元 ， 
F[zj 的 商 域 就 是 一 个 单 超越 扩 域 . 由 定理 4.1.3 可 知 ,F 的 所 有 单 超越 扩 域 都 是 同 构 的 . 

定义 4.1.5 FLzj 中 满足 Ca) 一 0 的 次 数 最 低 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 

万 (Z) 一 ao 十 aiZ 十 aa 十 十 QZ 十 和 
称 为 a 的 极 小 多 项 式 , n 称 为 a 在 下 上 的 次 数 ， 
关于 单 代数 扩 域 的 存在 唯一 性 ,我 们 有 下 面 的 结论 . 
定理 4.1.4 对 于 域 下 及 FLzj 中 的 给 定 不 可 约 多 项 式 
访 (z) 一 ao 十 CiZ 十 az 十 十 az 十 zy 
总 存在 下 的 单 代数 扩 域 下 (a) ,使 在 下 上 的 极 小 多 项 式 为 p(x). 
证 明 因为 p(x) 为 不 可 约 多 项 式 , 由 定理 3.7.7 可 知 ,Cp(x)) 是 一 个 极 大 理想 . 


令 


K=F[zx]/(p(x)) » 
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由 定理 3. 3. 6 可 知 ,K 是 一 个 域 . 
考虑 映射 上 :FLz] 一 玉 ， 
Jz) 一 Fz) 一 [LFGz)]. 

这 是 一 个 同 态 满 射 . 在 该 映射 下 下 与 它 的 象 F 同 构 . 

由 定理 3.4.1 可 知 ,存在 与 KK 同 构 的 域 K ,使 FCK. 令 zx 在 K 中 的 原 象 为 a, 则 

ao 十 Qia 二 ase 十 十 a,_10”! 十 a 二 0， 
从 而 a 为 域 玉 上 的 代数 元 ,a 在 下 上 极 小 多 项 式 为 p(x). 又 
F[a]=F(o) RK=F[z]/(p(z)), 

因此 天 一 FCa)， 

定理 4. 1.4 告诉 我 们 ,给 定 下 及 FLzj 中 首 一 不 可 约 多 项 式 p(x) ,一 定 存在 下 的 单 
代数 扩 域 下 (a) ,使 得 a 在 F 上 的 极 小 多 项 式 为 p(x). 再 由 定理 4.1.3 可 知 , 若 男 有 下 的 
单 代数 扩 域 F(8) ,8 的 极 小 多 项 式 也 为 pC(z), 则 下 (q) 衬 F(8) 实 FL[zj/(p(zx)). 因 此 从 同 
构 意 义 来 讲 , 以 如 (z) 为 极 小 多 项 式 的 单 扩 域 是 存在 的 , 且 是 唯一 的 . 


4.2 代数 扩 域 ( 张 ) 


由 4.1 节 可 以 看 到 , 单 代数 扩 域 和 单 超越 扩 域 的 结构 是 不 同 的 . 但 一 般 来 说 ,对 于 域 
下 的 扩 域 记 , 域 巨 的 元 素 有 些 可 能 是 F 的 代数 元 ,有 些 可 能 是 下 的 超越 元 . 这 一 节 我 们 讨 
论 扩 域 中 的 每 个 元 素 都 是 某 一 子 域 上 的 代数 元 的 域 结构 . 


4.2.1 有 限 扩 域 


定义 4.2.1 若 下 的 扩 域 E 中 的 每 一 个 元 素 都 是 F 上 的 代数 元 , 则 称 瑟 为 下 的 一 个 
代数 扩 域 ,或 代数 扩张 . 

假定 是 F 的 扩 域 ,我 们 将 下 视 为 数 域 ,F 与 五 中 元 素 的 乘法 可 以 视 为 数 乘 , 容易 
验证 对 于 EE 的 加 法 及 E 的 乘法 来 说 ,E 就 作成 了 F 上 的 一 个 向 量 空间 . 玉 或 者 是 上 的 
有 限 维 向 量 空间 ,或 者 是 无 限 维 空间 . 

定义 4.2.2 设 王 是 下 的 扩 域 , 若 瑟 作为 下 上 的 向 量 空间 是 ” 维 的 , 则 称 ”为 扩 域 
EF 在 F 上 的 次 数 , 记 为 (E:F), 此 时 EE 称 为 F 的 有 限 扩 域 ,否则 巨 称 为 F 的 无 限 扩 域 . 


定理 4.2.1 设 K 是 F 的 有 限 扩 域 ,E 是 KK 的 有 限 扩 域 , 则 玉 也 是 下 的 有 限 扩 域 ， 
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(E:F)=(E:K)(K.:F). 
证 明 设 (E:K)=n,(K:F)==m. 
设 maz ,an 为 EF 在 K 上 的 一 组 基 , ,BB,，…,B 为 K 在 F 上 的 一 组 基 . 下面 证 明 
QBisy1 人 in,1 信 j 信 m，, 这 mn 个 元 素 是 EE 在 F 上 的 基 . 
任 取 0EE, 因 为 E 是 K 上 向 量 空间 ,所 以 存在 yi ,ys，… ,YE 民 ,使 得 


0 一 Dy ya. 
j=1 


又 天 是 FF 上 的 向 量 空间 ;所 以 存在 X19 X29" 9Ty EF, 使 


yi 二 DxsBi,j 一 12，…70， 
i=1 


从 而 有 


0 一 Dy 一 13 
这 表明 中 所 有 元 素 都 是 a.8,,1 之 i 过 n,1 过 jm 的 组 合 . 
接 下 来 说 明 ai8; ;1 志 i 志 n,1 志 j 志 m 在 下 上 线性 无 关 . 
设 
> Pp, 一 > (Pup. )a; = 0. 
因为 a ,az ，… ,a 线性 无 关 , 所 以 有 


Dp, 一 0， 了 一 1,2,.…,n. 
又 PB; 及 ，… ,Bs 线性 无 关 , 故 
ky=0,i=1,2, NA, 7 一 1，2，…，7a， 
也 就 是 ,a8; ,1 志 i<n,1 志 j 志 m 是 E 在 上 的 基 . 显然 还 有 (E:F)==(E;K)(K.:F). 
这 个 结论 可 推广 到 有 限 个 子 域 的 情形 . 即 若 FCKiCK;iC*…CK,CE, 后 面 是 前 面 
的 有 限 扩 域 , 则 五 也 是 开 的 有 限 扩 域 , 且 有 
(E:F)= (E:K)(Ki:F) [| (CK;:K,). 


2<i<jKel 


4.2.2 代数 扩 域 与 有 限 扩 域 


定理 4.2.2 若 下 一 F(a) 是 下 的 单 代数 扩 张 , 则 五 是 民 的 一 个 代数 扩张 . 
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证 明 设 8 是 已 中 的 任意 元 素 , 下 面 证 明 它 是 下 上 的 代数 元 . 

设 a 在 下 上 的 极 小 多 项 式 的 次 数 为 ma , 则 五 =FGo 王 FLo], 已 中 每 一 个 元 素 都 可 以 唯 
一 地 表示 为 

Co 十 aia 十 aza2 十 十 asia 

的 形式 ,其 中 co al，…a iiE 开 . 

这 说 明 1,a,o ,oa! 是 已 在 已 上 的 一 组 基 . 因此 (E:F)=n. 

n 维 向 量 空间 中 ”十 1 个 元 素 一 定 是 线性 相关 的 ,因此 

1,8B ,Bp 
是 线性 相关 的 ,于 是 存在 不 全 为 零 的 元 素 bo ,51,… ,bEF, 使 
bo 十 1B 十 … 十 b,8" 二 0， 

所 以 8 是 下 上 的 代数 元 . 

由 定理 4. 2. 2 的 证 明 , 可 得 : 

推论 4.2.1 下 的 单 代数 扩 域 F(a) 是 下 的 一 个 n 次 扩张 ,其 中 是 a 在 上 的 极 小 
多 项 式 的 次 数 . 

推论 4.2.2 下 的 有 限 扩 域 一 定 是 下 的 代数 扩 域 . 

定理 4.2.3 设 E=F(w ,qs，… ,Qs), 其 中 a; 是 域 上 的 代数 元 ,1 和 i 和 <n. 则 巨 是 下 
的 有 限 扩 域 ,因而 是 代数 扩 域 . 

证 明 用 数学 归纳 法 . 当 一 1, 结 论 正确 . 

假设 下 一 Fo ,az ,… ,as-1) 是 有 限 扩 张 ,那么 

Flai yas yar) = F(a ,a sn 1) (0). 

因为 a, 是 下 上 的 代数 元 ,因而 也 是 Fa ,az ，… sas-1) 上 的 代数 元 . 所 以 Fai ,az ,…， 
ar) 是 下 (a ,as，…,as-1) 的 单 代 数 扩 域 ,由 定理 是 4. 2.2 可 知 ,FCa ,as，…,as) 是 有 限 扩 
域 . 于 是 

en an)CFECa az 和 man)， 

再 由 定理 4.2.1, 可 知 Fla ;yas ,0,) 是 下 上 的 有 限 扩 域 . 

通过 上 面 的 讨论 ,我 们 得 知 , 当 oaz，…oa 是 下 的 代数 元 时 ,F(a syas,…,as) 是 下 
的 有 限 次 扩 域 . 反之 ,下 的 有 限 扩 域 就 是 添加 有 限 个 代数 元 于 下 而 得 到 的 扩 域 . 

推论 4.2.3 域 下 上 的 两 个 代数 元 的 和 , 差 , 积 , 商 (分 母 非 零 ) 仍 是 下 上 的 代数 元 . 

证 明 设 ,8 是 已 上 的 任意 两 个 代数 元 . 由 定理 4.2.3,Fla,B) 是 下 上 的 代数 扩 域 . 


而 a,B 的 和 ; 差 ,; 积 ,商都 是 F(a,B) 中 元 素 , 所 以 都 是 上 的 代数 元 . 
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定理 4.2.4 设 巨 是 F 的 一 个 扩 域 ,S 是 EE 的 一 个 非 空 集合 , 且 S 只 含 域 忆 上 的 代 
数 元 , 则 FCS) 是 下 的 代数 扩 域 . 
证 明 任 取 BE FC(S), 则 存在 a ,as，…,as ES, 使 
8 一 女 aa "az Qnr ) 


9 
glal 9Q2 9 ,Qn ) 


显然 BE F(ai ,Qas，… ,ar). 由 定理 4.2.3,Fla ,as，"… as) 是 下 的 代数 扩 域 , 故 B 是 下 
上 的 代数 元 .从 而 FCS) 是 下 的 代数 扩 域 . 

可 以 看 出 ,S 可 以 是 有 限 集 , 也 可 以 是 无 限 集 . S 如 果 是 有 限 集合 , 则 定理 4. 2.4 与 定 
理 4. 2. 3 等 价 . 当 S 是 无 限 集 时 ,注意 F(S) 虽 然 是 代数 扩 域 ,但 不 一 定 是 有 限 次 扩张 . 

例如 , 令 


fgE€ Flz 3T2 9 ,Tv ]， 


S 一 人 V31i 一 2,3，)， 

由 于 S 中 的 每 个 元 素 都 是 有 理 数 域 上 的 代数 元 . 故 由 定理 4. 2. 3 可 知 ,Q(S) 是 有 理 数 域 
Q 的 代数 扩 域 . 但 它 不 是 Q 上 的 有 限 扩 域 . 

因为 ,如 果 (Q(CS) ;Q) 一 n, 则 由 于 "WY2 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 是 

Ze+1l 一 2. 
故 
(Q(CS) :Q) 一 2 十 1. 

这 与 (Q(S) :Q) 二 xn 相 矛 盾 . 因此 QCS) 是 Q 上 的 无 限 扩 域 . 

这 就 是 说 ,代数 扩 域 不 一 定 是 有 限 扩 域 . 


4.3 分 条 域 


我 们 知道 , 数 域 P 上 的 次 多 项 式 f(x) 在 PP 上 不 一 定 有 解 , 如 果 有 人 解 , 也 不 一 定 有 
nn 个 .由 代数 基本 定理 ,在 复数 域 上 ，f(x) 一 定 有 nn 个 解 ,当然 也 能 分 解 成 一 次 因 式 的 
乘积 . 

类 似 地 , 域 下 上 的 多 项 式 f(x) 在 下 中 不 一 定 有 解 . 本 节 将 要 说 明 的 是 :可 以 将 下 扩 
张 ,使 f(x) 在 扩 域 中 有 解 , 且 扩 域 包含 这 个 多 项 式 的 所 有 和 解 . 


4.3.1 分 裂 域 的 概念 


定义 4.3.1 设 EE 是 下 的 扩 域 ,f(x)EF[z]. 如 果 在 EL[zx] 中 f(x) 可 以 分 解 为 一 次 
。97 。 


近世 代数 应 用 基础 


因 式 的 乘积 : 
jz 一 az 一 al) (一 az) (ra) 
其 中 ai ,az ，… ,as EE,aEF 下 为 首 项 系数 .并 且 在 一 个 小 于 EE 的 中 间 域 K 中 ,f(z) 不 能 这 
样 分 解 , 则 五 称 为 FGz) 的 一 个 分 裂 域 或 根 域 . 
由 定义 可 以 看 出 ,E 是 包含 已 入 Cz) 的 所 有 解 的 最 小 域 . 
例 4.3.1 多 项 式 x 一 2 在 有 理 数 域 上 的 一 个 分 裂 域 是 Q(vV2 ). 但 它 在 实数 域 上 的 
分 裂 域 就 是 实数 域 本 身 . 
定理 4.3.1 设 f(x) 是 域 玉 上 的 多 项 式 , 令 E 是 f(x) 在 下 上 一 个 分 裂 域 . 且 
f(xX)=a(x—a) (ra) (一 an )， 
其 中 gi ,az ,sas EE,a€EF, 则 
E=F(am on) 
证 明 因为 Fo ,…,a,) 是 域 , 且 有 
FEF(a ,*… ,0n) EE, 
而 f(z) 在 Flgy,… sa,) 中 可 以 完全 分 解 ,E 又 是 fx) 在 下 的 分 裂 域 , 故 EF 二 F(a ,…， 
Qn). 
这 个 定理 告诉 我 们 , f(x) 在 下 上 的 分 裂 域 就 是 添加 f(z) 的 全 部 根 于 下 所 得 到 的 扩 
域 ,这 也 就 是 将 fx) 的 分 裂 域 称 为 根 域 的 原因 . 当然 f(x) 的 分 裂 域 是 上 的 一 个 有 限 
扩 域 ,所 以 分 裂 域 是 下 的 一 个 代数 扩 域 . 
例 4.3.2 求 多 项 式 f(z) 二 zx’ 一 1 在 有 理 数 域 Q 上 和 实数 域 上 的 分 裂 域 . 
解 ” 因 为 
f= D (2— =H) (si), 
由 定理 4. 3.1,f(z) 在 Q 上 的 分 裂 域 为 
Q(1, Hi, 1 3i) -Qi). 


所 以 f(z) 在 Q@ 上 的 分 裂 域 为 Q(V31i), 即 由 一 切 复数 a 十 bV3iC(a,bE Q) 构 成 的 数 域 . 
f(x) 在 实数 域 RR 上 的 分 列 域 为 
一 1 十 V3i 一 1 一 MY3i py. 
R(1 ,二 3 二 LV) 一 RG)， 


所 以 f(x) 在 RR 上 的 分 裂 域 就 是 复数 域 . 
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4.3.2 分 裂 域 的 存在 性 


定理 4.3.2 设 f(z) 是 下 上 的 4 次 多 项 式 ,n 之 1, 则 FGz) 在 下 上 的 分 裂 域 正 一定 
存在 . 

证 明 对 多 项 式 的 次 数 n 进行 数学 归纳 . 

当 n 一 1 时 ,下 本 身 就 是 f(x) 的 分 裂 域 . 

假设 次 数 一 n 的 多 项 式 f(z) 在 上 的 分 裂 域 存在 . 

当 多 项 式 f(x) 的 次 数 为 n(n 二 1) 时 . 设 plzx) 是 f(z) 在 FF 上 的 一 个 首 项 系数 为 1 的 
不 可 约 因 式 . 由 定理 4. 1.4 可 知 ,存在 域 EF 二 F(am), 其 中 在 下 上 的 极 小 多 项 式 是 p 
(z). 故 在 Ei 中 pla) 二 0, 因 此 fa) 二 0, 即 

Z 一 aa | F(z)， 
因此 在 EE, 中 
大 COz) 一 (zz 一 aa ) fz). 

其 中 f(x) 是 已 上 的 次 数 二 n 一 1<n 的 多 项 式 . 

由 归纳 假设 ,fi (x) 在 E 上 存在 分 裂 域 

E;= FE) (gs an). 


令 
E= E, (a )， 
由 定理 4. 1. 2 可 知 ， 
E=E,(m)=E: (os an)(a) 一 下 (oa ya ,an), 
并 且 f(z) 在 E 上 有 分 解 式 


f(x)=a(x—a) (xz—a) (一 as)， 

即 五 是 FCz) 在 下 上 的 分 裂 域 . 

定理 4.3.3 令 五 是 多 项 式 jz) 在 下 上 的 分 裂 域 ,而 8 是 已 上 的 一 个 任意 元 , 则 8 
在 下 上 的 极 小 多 项 式 在 匹 Lzj 中 能 分 解 成 一 次 多 项 式 的 乘积 , 

证 明 设 瑟 王 Foa，…a) ,假设 8 在 下 上 的 极 小 多 项 式 g(Cz) 不 能 在 ELxj] 中 分 
解 为 一 次 因 式 的 乘积 , 

设 在 ELz] 中 

g(X)=(zxz—Pp(r) g(r), 


其 中 p(x) 是 EL[zj 中 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 , 次 数 deg (p(x)) 二 m 之 1. 
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设 8 为 2(z) 的 一 个 根 , 作 单 扩 域 
E(B)=F(a yaz ,0 3 ). 
由 于 
g(B8)=(8—P p(B Vg (8)=0, 
由 定理 4. 1.4 可 知 , 即 
F(B aa sas an) AFCB, a a2 0) 
而 
FlByai ya a) = E(B)=E,F(B ,a ,0 ,0a) = E(B), 

这 与 (E(B ):E) 一 deg(p(x)) 二 m 之 1 矛盾 . 这 说 明 B 在 F 上 的 极 小 多 项 式 在 ELzj 中 能 分 
解 成 一 次 多 项 式 的 乘积 . 


4.4 有 限 域 


这 一 节 我 们 介绍 有 限 域 的 一 些 基本 性 质 . 有限 域 由 于 含有 有 限 个 元 素 , 所 以 它 的 结 
构 比 较 清 晰 ,而 且 有 着 许多 特殊 的 性 质 . 所 以 有 限 域 在 计算 机 科学 ,通信 理论 和 组 合理 论 
等 方面 有 很 多 应 用 . 


4.4.1 有 限 域 的 构造 


含有 有 限 个 元 素 的 域 , 称 为 有 限 域 . 

设 下 是 一 个 有 限 域 . 它 的 特征 必然 是 某 个 素数 如 ,由 定理 4.1.1 可 知 , 民 包含 素 域 
Z,. 设 FF 对 2 的 扩张 次 数 为 n, 那 么 下 可 以 视 为 Z, 上 的 2” 维 向 量 空 间 , 设 oa ,az ，… ,a 
是 一 组 基 , 则 

F= {kot haat hoa, |ki€E 2, ,1Sin), 


显然 ， 
IF|=p". 
由 上 面 的 讨论 我 们 得 到 ， 
定理 4.4.1 设 开 是 一 个 有 限 域 , 它 的 特征 为 素数 p, 若 (F:2,) 一 nn, 则 下 所 含 元 素 
的 个 数 是 p”. 


有 限 域 也 称 伽 罗 华 (Galois) 域 , 记 为 GF(p") 或 Fy ,其 中 素数 p 是 它 的 特征 ,n 是 它 
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在 其 素 子 域 上 的 次 数 . 

利用 向 量 空间 的 方法 可 以 表示 下 中 的 元 素 . 下 面 我 们 给 出 域 元 素 的 另 一 种 表示 方 
法 ,这 种 方法 更 直接 具体 . 

pl(z) 是 F[x] 上 的 一 个 n(n 之 1) 次 不 可 约 多 项 式 , 则 (p(x)) 是 FL[z] 的 一 个 极 大 理 
想 , 所 以 F[z]/(p(x)) 是 一 个 域 . 且 

FLzx]/(p(7z))= {[ao taizt a, ir" 1]|a: EF,0KZi<n—1). 

为 简单 起 见 ,我 们 将 [0J 记 为 0, 非 零 的 剩余 类 简 记 为 其 中 次 数 最 低 的 首 一 多 项 式 形 

式 , 即 
FLz]/(p(x)) A {aotazrt ta xr" la EF,O0Xi<n—1). 
这 样 ,容易 看 出 ,车 下 二 2,, 即 |F|= 二 p(y 元 域 ), 则 
[FLz]/(p(x))|=p". 

特别 地 , 当 p(z) 是 一 次 多 项 式 时 ,|F[zx]/(p(z))|=p, 即 |F[zx]/(p(z))|=|F|. 

实际 上 ,FLzxj]/(p(x)) 为 添加 ELz] 中 的 不 可 约 多 项 式 p(xz) 的 根 x 到 下 上 而 得 到 的 
域 ( 代 数 扩 域 ). 

特别 地 ,下 = 二 2Z, ,2Z,[Lzxj/(plzx)) 是 含 如 个 元 素 的 有 限 域 ,而 Z, 为 一 个 子 域 . 

另外 ,我 们 知道 ,p(x) 的 分 裂 域 也 是 含有 p” 个 元 素 的 域 , 而 具有 相同 元 素 的 有 限 域 
是 同 构 的 . 所 以 实际 上 还 可 以 通过 构造 n(n 之 1) 次 不 可 约 多 项 式 p(x) 的 分 裂 域 来 得 到 含 
加 个 元 素 的 有 限 域 . 、 

当然 不 管 由 哪 种 方法 构造 有 限 域 ,只 要 它们 所 含 元 素 的 个 数 是 相同 的 ,它们 就 都 
同 构 . 

我 们 总 结 为 下 面 结论 . 

定理 4.4.2 对 任意 素数 p 及 正 整数 n, 都 存在 一 个 恰 含 p" 个 元 素 的 有 限 域 . 在 同 
构 意 义 下 是 唯一 的 , 即 Fy (也 记 为 GF(p")). 

例 4.4.1 令 p==2,ZzLzj] 中 的 多 项 式 p(x) 一 zx 十 x 十 1, 因 为 p(0)= 二 1 了 0,p(1)=1 
关 0, 所 以 p(x) 在 Zs[Lxj 中 不 可 约 . 故 Zz[zxj/(x’ 十 x 十 1) 恰 含有 2 一 4 个 元 素 的 有 限 域 . 
事实 上 ， 

Zs[Lxj/(x: 二 x 十 1) 二 {0,1,z,z 十 1). 
它 的 运算 表 如 下 : 
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申 0 1 z Zz 十 1 69 0 1 z Z 十 1 
0 0 1 z Zz 十 1 0 0 0 0 0 
1 1 0 xz 十 1 zx 1 0 1 xX Zz 十 1 
位 并 Zz 十 1 1 0 并 0 工 Z 十 1 1 
Z 十 1 |Zz 十 1 zx 1 0 Z 十 1| 0 xz+l 1 I 


值得 注意 的 是 ,任意 非 零 元 a 适合 a’ 一 1, 且 对 于 x 关 1, 有 x?* 关 1,zx 十 1 关 1, (zx 十 1)? 
隆 1, 因 此 ,ZsLzx]/《zx’ 十 z 十 1) 中 任意 非 零 元 可 表示 成 其 中 某 一 个 元 的 方 宕 .如 x ,zx? 二 zz 
十 1,x’ 二 1. 

例 4.4.2 设 p= 二 3, 考 察 Z;[Lzxj] 中 的 多 项 式 p(x)= 二 x 十 1, 在 Zs 中 p(0) 二 1 关 0， 
p(1) 二 2 关 0,p(2) 二 2 十 1 二 2 隆 0, 所 以 p(x) 在 Za 中 没有 根 ,又 因为 p(xz) 的 次 数 为 2. 所 
以 它 在 Zs 上 不 可 约 , 于 是 

Za[z]/(zz 二 1) 一 (0,1,2,zyz 十 1,z 十 2,2z,2z 十 1,2z 十 2)， 

在 2;[z]/( 袜 十 1) 中 ,任意 非 零 元 素 适合 wx 一 一 只 一 1, 而 对 于 

ac 一 z 十 1,z 十 2,2z 十 1,2z 十 2， 
都 有 
a 多 1,@ 1,… ,a 1 
因此 每 个 元 均 可 表示 成 它们 的 寡 次 ,例如 
ZX 十 1 (Zz 十 1)2(zr 十 1)3，…。( 工 十 178 
| || || | 
Z 十 1， 2z， 2z 十 1, …， 1. 


4.4.2 有 限 域 的 性 质 


定理 4.4.3 设 F 是 含有 g( 素 数 窒 ) 个 元 素 的 有 限 域 , 则 YaEF, 有 
02 一 Q。 
证 明 首先 当 c=0 时 ,结论 显然 成 立 .下 中 所 有 的 非 零 元 组 成 一 个 g 一 1 阶乘 群 ,所 
以 有 a"! 三 1. 当然 a? 二 a 对 所 有 非 零 元 也 成 立 . 
由 这 个 结论 可 以 启示 我 们 ,含有 加 个 元 素 的 有 限 域 可 以 看 成 是 zz 一 z 的 分 裂 域 . 


定理 4.4.4 如 果 巨 是 含有 9( 素 数 寡 ) 个 元 素 的 有 限 域 ,下 是 它 的 一 个 子 域 , 则 瑟 是 
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多 项 式 x' 一 z 的 分 裂 域 . 

证 明 因为 x’ 一 z 在 下 中 至 多 有 g 个 根 ,根据 定理 4.4.3,E 中 的 g 个 元 素 都 是 这 个 
多 项 式 的 根 . 所 以 x? 一 x 在 E 中 是 分 裂 的 ,而 且 不 能 在 任何 更 小 的 域 中 分 裂 ， 

定理 4.4.5 “〈 子 域 准则 ) 设 F, 是 一 个 具有 4g 二 pp" 个 元 素 的 有 限 域 , 则 F, 的 每 一 个 
子 域 含有 p” 个 元 素 , 且 ml|n. 反 之 ,对 nn 的 任 一 正 因 子 m, 也 存在 唯一 的 含有 p” 个 元 素 
的 下 , 的 子 域 . 

证 明 因为 F 的 特征 是 p ,所 以 它 的 每 个 子 域 的 特征 也 是 p. 由 定理 4.4.1 可 知 ,FF， 
的 每 个 子 域 所 含 的 元 素 是 p 的 某 个 方 寡 . 

假设 K 是 含 p" 个 元 素 的 下 的 一 个 子 域 ,m 是 某 个 正 整 数 . 设 F, 是 K 上 的 > 维 向 
量 空间 , 即 (F, :KK)==r, 从 而 

P=|Fl=|K|’=(p") "=p™, 


故 m|n. 

反之 ,假设 加 ja: 则 p”" 一 11p" 一 1, 所 以 zx-1 一 1|x*? 1 一 1, 因 此 ， 

Zz” —x|zx? 一 工 。 

从 而 zx” 一 z 的 分 裂 域 为 F 的 子 域 , 旦 此 子 域 含有 p” 个 元 素 . 

如 果 F 有 两 个 不 同 的 含有 p” 个 元 素 的 子 域 ,那么 这 两 个 子 域 中 元 素 都 是 x 一 x 
的 根 , 因 此 这 两 个 子 域 一 定 相同 . 

例 4.4.3 求 Fas 的 所 有 子 域 . 

解 ” Fi 的 子 域 完全 由 12 的 因子 决定 .12 有 6 个 因子 1,2,3,4,6,12. 它们 所 对 应 的 
子 域 分 别 是 已 ,Fz ,Fys ,Fy ,Fe ,Fn. 


4.5 扩 域 在 循环 码 中 的 应 用 


我 们 继续 讨论 循环 码 . 由 3. 8 节 的 讨论 我 们 知道 ,循环 码 对 应 于 由 多 项 式 生 成 的 理 
想 . 这 样 就 通过 寻找 合适 的 多 项 式 ,构造 其 生成 的 理想 ,从 而 达到 构造 循环 码 的 目的 . 
这 一 节 ,我 们 利用 多 项 式 在 扩 域 上 的 根 , 给 出 循环 码 的 另 一 种 构造 方法 . 
设 多 项 式 
g(Z) 一 妇 十 az 十 … 十 az 十 cao， wwERF，0 委 < 委 ”一 1， 
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其 中 F, 为 gq 元 域 , 则 g(x) 一 定 可 以 在 F, 的 一 个 扩 域 (分 裂 域 ) 上 完全 分 解 . 
当 g(x) 有 重 根 时 ,对 应 的 码 的 性 质 通常 比较 差 . 为 此 ,我 们 首先 找 出 g(x) 无 重 根 的 
因为 g(x)|x" 一 1, 所 以 g(x) 的 根 也 是 x 一 1 的 根 ,这 就 要 求 zx" 一 1 也 没有 重 根 . 而 
F, 上 的 多 项 式 zx" 一 1 没有 重 根 的 充分 必要 条 件 是 (n,g) 一 1. 可见 当 9g 王 2 时 ,n 为 奇数 . 
下 面 讨 论 g(xz) 无 重 根 时 ,如 何 用 g(x) 的 根 构 造 循环 码 . 
设 g(x) 在 下 的 扩 域 yw 上 有 完全 分 解 
gzZ) 一 (Zr 一 ai)(CZ 一 az) Ta), aFaij=1,2,7, 
其 中 a € Fw. 
可 知 g(xz) 有 根 wu ,Qs，… ,a,. 码 多 项 式 都 是 g(x) 的 倍 式 ,因此 每 一 个 码 多 项 式 c(Cz) 
也 必 以 gi ,az，… ,a; 为 根 . 设 
Cc(X)==c,_1X” 1 十 co yz 十 … 十 CjX 十 co， 
则 
cla) ciar Tc? 十 和 十 caa 十 co 二 0， i=1,2,.,r. 
写成 矩阵 形式 


1 一 2 Cn 一 1 
Ql QT Ql 1 
1 2 Cr 一 2 
Q2 CQ2 Q2 1 。 下 
一 BC =0. (4.1) 
C1 
ce a 1 
Co 


这 说 明 若 码 多 项 式 以 ai ,as，,… ,a, 为 根 , 则 它 对 应 的 码 字 在 矩阵 H 所 确定 的 零 空 间 中 ( 即 
码 字 满足 式 (4. 1)). 

车 w 的 极 小 多 项 式 为 mi;(zx) ,i 二 1,2,…,r, 则 只 有 g(x) 和 cx) 同 时 能 被 mi (z) ,一 
1,2,… ,7 整除 时 ,它们 才能 以 ai ,az，…,a; 为 根 . 由 于 g (zx) 是 码 多 项 式 中 次 数 最 低 的 首 
一 多 项 式 , 所 以 

g CX)=LCM(m (Z) ,me (C(x), ,mm, (zx)). 

8《ZT)| 《zx 一 1), 因 此 a yas，… sa, 也 是 zx" 一 1 的 根 .所 以 每 个 w az ,… ,a, 的 阶 能 被 n 

整除 ,由 此 可 知 循环 码 的 码 长 
n= LCM(e ez，…er)， 
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其 中 ei ,es ,er 分 别 为 al ,as，… ,a; 的 阶 数 . 

由 前 面 的 学 习 我 们 知道 Fr 乘法 群 是 循环 群 , 设 a 为 Fy 乘法 群 的 生成 元 . 设 a 一 at， 
&; 的 极 小 多 项 式 为 mi(z); 则 a ya” ao … sar 了 ?也 是 mi(z) 的 根 . 

例 4.5.1 求 忆 上 以 cout 为 根 的 循环 码 . 

设 a 为 Fy 的 本 原 元 , 则 它 的 极 小 多 项 式 就 是 本 原 多 项 式 ma (z) 一刀 十 过 十 lyayaz， 
a ,a 是 它 的 根 .因此 以 wo ,a ,as 为 根 的 循环 码 , 其 生成 多 项 式 是 g(x) 二 x' 十 x 十 1, 码 
长 n 就 是 a 的 阶 数 , 等 于 2: 一 1 二 15, 由 3. 8 节 就 得 到 了 一 个 (15,11) 循 环 码 . 


习 题 


1. 设 玉 是 域 F 的 一 个 扩 域 ,而 a€E FF. 证 明 ;a 是 下 上 的 一 个 代数 元 .并 且 下 (Co) 一 下. 


2. 求 复数 i 和 全 汪 在 有 理 数 域 上 的 极 小 多 项 式 ,Qi) 与 Q{ 2 二 ) 是 否 同 构 ， 


3. 设 9 是 x' 十 1€Q[zj 的 一 个 根 , 在 QC(9) 中 将 zx' 十 1 分 解 为 不 可 约 因 式 之 积 . 

4. 写 出 a 二 1 十 V2i€EC 在 Q@ 上 的 不 可 约 多 项 式 . 

5,(1) 证 明 Q(J3 V3) 一 Q(Y2 V3 ); 

(2) 求 [Q(2,Y3):Q], 并 求 Q(Y3 ,V3 ) 在 Q 上 的 一 组 基 . 

6. 求 f(x) 二 xz’ 一 x 一 x 一 2 在 有 理 数 域 Q 上 的 分 裂 域 . 

7. 证 明 : 有 理 数 域 Q 上 多 项 式 六 十 1 的 分 裂 域 是 一 个 单 扩 域 Q(a), 其 中 a 是 x' 十 1 
的 一 个 根 . 

8. 设 f(z) 二 x? 一 a 是 有 理 数 域 QQ 上 的 不 可 约 多 项 式 ,而 8 是 f(z) 的 一 个 根 . 证明， 
Q(D) 不 是 f(x) 在 Q 上 的 分 裂 域 . 

9. 设 p 是 一 个 素数 ,E 是 zx? 一 1 在 Q 上 的 分 裂 域 .证 明 ;(E;Q)=p 一 1. 

10, 设 下 是 有 限 域 ,证 明 下 的 乘 群 是 循环 群 . 

11, 证 明 对 正 整数 ,a€ F; 是 下 中 某 个 元 素 的 & 次 方 寨 当 且 仅 当 a “3 ==1, 其 中 4 
一 (g 一 1,&)， 

12. f(x) 为 fF, 上 的 一 个 n 次 不 可 约 多 项 式 .证明 : f(x) 整除 x? 一 zx. 
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